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1. INTRODUCTION
La theorie des foncteurs de Mackey peut-etre vue comme une axiomati-Â Ã
sation des procedes d'induction et de restriction. Par exemple si H est unÂ Â
 .sous-groupe d'un groupe G, et si N resp. M est un module pour le
 .groupe H resp. pour le groupe G , alors il est possible de parler des
modules IndG N et ResG M. Les foncteurs d'induction et de restrictionH H
definissent alors des applications. Z-lineaires entre l'anneau de Green deÂ Â
H et celui de G, qui outre des proprietes de transitivite verifient l'identiteÂ Â Â Â Â
de Mackey. La generalisation formelle de ces proprietes conduit a l'etudeÂ Â Â Â Á Â
des foncteurs de Mackey.
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Or si a present K est un sous-groupe normal du groupe G, si H s GrK,Á Â
et si M est un G-module et N un H-module, alors il est possible de
construire le module Inf G N, qui est un G-module, et le module des pointsH
``cofixes'' par K sur M, i.e., le plus grand quotient de M sur lequel K agit
trivialement, que je noterai M . C'est un H-module.K
Une question naturelle est alors de savoir s'il est possible d'integrer lesÂ
operations d'inflation et de ``points cofixes, '' ou co-inflation, au forma-Â
lisme des foncteurs de Mackey.
La premiere remarque consiste a dire que les quatre cas ci-dessusÁ Á
relevent d'un meme cadre: dans chaque cas, si H est le groupe de depart,Á Ã Â
et G le groupe d'arrivee, et si N est le H-module de depart, alors il existeÂ Â
un bimodule E sur lequel G agit a gauche, et H a droite, tel que leÁ Á
module d'arrivee M soit donne parÂ Â
M s E m N.H
La seconde remarque est que dans chaque cas, le bimodule E provient
d'un ensemble sur lequel G agit par permutations a gauche et H a droite.Á Á
Dans le cas de l'induction, cet ensemble est le groupe G lui-meme, ainsiÃ
que dans le cas de la restriction les groupes de depart et d'arrivee etantÂ Â Â
.alors echanges . Dans le cas de l'inflation, cet ensemble est le groupeÂ Â
 .H s GrK, ainsi que pour la co-inflation meme remarque .Ã
Plus generalement, si E est un ensemble sur lequel G agit a gauche etÂ Â Á
H a droite, de facËon queÁ
g xh s gx h pour tous g g G, x g E, h g H .  .
w xsi E designe le bimodule associe a E, et si N est un H-module, alors jeÂ Â Á
w xpeux construire le G-module E m N. J'obtiens ainsi une applicationH
 .  .M E de l'anneau de Green M H de H dans celui de G.
 .En d'autre termes, j'ai pour tout groupe fini H, un Z-module M H , et
 .  .pour tout G-ensemble-H E un morphisme de Z-modules M E de M H
 .dans M G . Si a present K est un troisieme groupe, et F un H-ensemble-K ,Á Â Á
alors il est facile de voir que
M E M F s M E = F .  .  .H
ou E = F designe l'ensemble des orbites de H par son action sur leÁ ÂH
 .  y1 .produit E = F donnee par h ? x, y s xh , hy . C'est un G-ensemble-K :Â
si g g G et k g K, alors par definitionÂ
g ? x , y ? k s gx , yk .  .
Soit alors C le categorie dont les objets sont les groupes finis. Si H et GÂ
 .sont des objets de C , alors Hom G, H est par definition le groupe deÂC
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Grothendieck des G-ensembles-H finis i.e., les sommes algebriques finiesÂ
de G-ensembles-H finis, la reunion disjointe E@ E9 etant identifiee aÂ Â Â Á
.E q E9 . Le produit des morphismes F de K dans H et E de H dans G
est defini par linearite comme ci-dessus parÂ Â Â
E( F s E = F .H
Le morphisme identique de G dans G n'est autre que l'ensemble G-lui-
meme, muni de son action naturelle par multiplication a gauche et aÃ Á Á
droite.
Alors l'operation que a tout groupe fini G associe son anneau de GreenÂ Á
 .  .M G , et a tout G-ensemble-H E associe l'application M E n'est autreÁ
qu'un foncteur de la categorie C dans la categorie des Z-modules. L'objetÂ Â
du present article est d'etudier de tels foncteurs, ou plus generalement desÂ Â Â Â
 .foncteurs de sous-categories de C non-necessairement pleines dans desÂ Â
categories de modules.Â
Outre le cas des modules, le foncteur qui associe a tout groupe fini GÁ
 .son anneau de Burnside b G fournit un autre exemple de tel foncteur. De
meme, si K est un corps de caracteristique 0, le foncteur qui a G associe leÃ Â Á
 .groupe de Grothendieck R G des KG-modules est aussi un foncteur deK
C dans la categorie des Z-modules. Par contre, si k est un corps deÂ
caracteristique p ) 0, alors l'application qui a un groupe G associe leÂ Á
 .groupe de Grothendieck R G n'est pas un foncteur sur C : cela tient auk
fait que le produit tensoriel par E doit conserver les suites exactes. Il faut
alors eliminer des morphismes possibles les ensembles E dont le moduleÂ
associe n'est pas projectif en caracteristique p: c'est possible en considerantÂ Â Â
par exemple la sous-categorie C 9 de C dont les objets sont ceux de C , leÂ
 .groupe Hom G, H etant le groupe de Grothendieck des G-ensembles-HÂC 9
libres a droite. Alors R est un foncteur pour C 9.Á k
Â Â Â2. NOTATIONS. GENERALITES
Soit C une categorie additive, i.e., telle que si X et Y sont des objets deÂ
 .C , alors Hom X, Y est dote d'une structure de groupe abelien, pourÂ ÂC
laquelle la loi de composition est bi-additive, et A un anneau commutatif.
 .Je noterai Fonct C , Mod la categorie dont les objets sont les foncteursÂA
de categories additives de C dans la categorie Mod des A-modules, lesÂ Â A
morphismes etant les morphismes de foncteurs. Ainsi, un objet M deÂ
 .Fonct C , Mod est caracterise par la donnee, pour tout objet X de C ,Â Â ÂA
 .d'un A-module M X , et pour tout morphisme f de X dans Y d'un
 .  .  .morphisme de A-modules M f de M X dans M Y . Ces donnees sontÂ
sujettes aux conditions habituelles concernant les foncteurs, a savoirÁ
M f M c s M fc , M Id s Id. .  .  .  .
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 .Un morphisme u d'un objet M de Fonct C , Mod dans un objet N estA
caracterise par la donnee, pour tout objet X de C , d'un morphisme deÂ Â Â
 .  .A-modules u de M X dans N X , de maniere a ce que tous lesÁ ÁX
diagrammes
uX 6
M X N X .  .
6
 . . N fM f
6
u Y 6
N YM Y  . .
soient commutatifs.
 . Alors Fonct C , Mod est une categorie abelienne le noyau d'un mor-Â ÂA
 .  .  .  .phisme u est defini par Ker u X s Ker u , de meme Im u X s Im u ,Â ÃX X
 . .  .  . .M [ M9 X s M X [ M9 X , etc. . D'ou la notion de sous-foncteur etÁ
de foncteur quotient. Un foncteur simple est par definition un foncteurÂ
n'ayant aucun sous-foncteur propre. Un foncteur M est projectif resp.
.  . injectif si le foncteur N ¬ Hom M, N resp. le foncteur N ¬Fonct
 ..  .Hom N, M est exact, comme foncteur de Fonct C , Mod dansFonct A
  .Mod comme A est commutatif, le groupe Hom N, M est bien unA Fonct
.A-module .
 .Il y a un foncteur naturel de C dans Fonct C , Mod : si X est un objetA
de C , soit L l'application qui a Y objet de C associeÁX
L Y s Hom X , Y s A m Hom X , Y . .  .  .X A Z C
Si f est un morphisme dans C de Y dans Z, alors
L f a m c s a m fc . .  .X
Il est alors bien connu que
Hom L , M s M X .  .Fonct X
 .  .et en particulier Hom L , L s Hom X, Y .Fonct X Y A
Soit alors C la categorie dont les objets sont les objets de C , et telleÂA
 .  .que Hom X, Y s Hom X, Y . Alors la categorie C est une categorieÂ ÂC A AA
 .A-additive, au sens ou si X et Y sont des objets de C , alors Hom X, YÁ A CA
a une structure de A-module, les compositions des morphismes etant desÂ
applications A-bilineaires.Â
 .Si D est une categorie A-additive, je note Fonct D la categorie desÂ ÂA
 . foncteurs entre categories A-additives de D dans Mod qui est A-Â A
.additive car A est commutatif . Il est facile de voir que les categoriesÂ
 .  . Fonct C , Mod et Fonct C sont equivalentes, donc que Fonct C ,ÂA A A
.Mod ne depend que de C . Je supposerai donc dans la suite queÂA A
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 .Hom X, Y a une structure naturelle de A-module, et j'oublierai lesC
indices A autant que possible.
 .Dans ces conditions, pour tout objet X de C , l'anneau End X s
 .End X est une algebre sur A. De plus, il y a un foncteur E d'evalu-Á ÂC X
 .  .  .ation en X de Fonct C dans Mod, defini par E M s M X : leÂA End X . X
 .  .  .A-module M X est en fait un End X -module si l'action de f g End X
 .  . .sur m g M X est definie par f ? m s M f m .Â
 .Le foncteur E a un adjoint a gauche, qui a un End X -module VÁ ÁX
 .associe le foncteur L de Fonct C defini parÂX , V A
L Y s Hom X , Y m V , L f c m ¨ s fc m ¨ . .  .  .  .X , V End X . X , V
Il a egalement un adjoint a droite Lo defini parÂ Á ÂX , V
Lo Y s Hom Hom Y , X , V , Lo f a b s a bf .  .  .  .  .  . .X , V End X . X , V
  . .  .si a g Hom Hom Y, X , V , et b g Hom Z, X .End X .
 .  .Comme E L s L X s End X m V s V, et commeX X , V X , V End X .
Hom L , L s Hom V , L X .  . .Fonct X , V X , W End X . X , W
s Hom V , W .End X .
 .je peux voir Mod comme sous-categorie pleine de Fonct C .ÂEnd X . A
 .  .Si V est un End X module projectif resp. projectif indecomposable ,Â
 .alors L est un foncteur projectif resp. projectif indecomposable , carÂX , V
le foncteur qui a V associe L est adjoint a gauche d'un foncteur exact.Á ÁX , V
 .Par contre, si V est un End X -module simple, en general L n'est pasÂ Â X , V
simple, mais:
 .LEMME 1. Si V est un End X -module simple, alors L a un uniqueX , V
sous-foncteur maximal J , et le quotient S s L rJ est simple, telX , V X , V X , V X , V
 .que S X s V.X , V
En effet, soit M un sous-foncteur de L . Alors pour tout Y, leX , V
 .  .  .module M Y est un sous-module de L Y s Hom X, Y m V.X , V End X .
 .  .En particulier, le module M X est un sous-End X -module de
 .L X s V. Comme V est simple, il y a deux cas:X , V
 .  .a Ou bien M X s V. Alors si Y est un objet de C , si f est un
 . .morphisme de X dans Y, et si ¨ g V, comme f m ¨ s L f Id m ¨ ,X , V
 .  .  .et comme Id m ¨ g M X , je vois que M Y s L Y pour tout Y,X , V
donc que M s L dans ce cas.X , V
 .  .  .b Ou bien M X s 0. Alors si  f m ¨ g M Y , et si c est uni i i
morphisme de Y dans X, alors
M c f m ¨ s cf m ¨ s cf ¨ g M X s 0. .  .  .  i i i i i i /
i i i
FONCTEURS D'ENSEMBLES A DOUBLE ACTIONÁ 669
Si je pose
J Y s f m ¨ g M Y ;c : Y ª X , cf ¨ s 0 .  .  . X , V i i i i 5
i i
 .  .je vois que M Y : J Y . De plus la definition ci-dessus fait de J unÂX , V X , V
sous-foncteur de L : en effet, si Z est un objet de C , si f est unX , V
 .morphisme de Y dans Z, et si  f m ¨ g M Y , alorsi i i
L f f m ¨ s ff m ¨ . .  X , V i i i i /
i i
Si c est un morphisme de Z dans X,
cff ¨ s cf f ¨ s 0 .  . . i i i i
i i
car cf est un morphisme de Y dans X.
Donc J est l'unique sous-foncteur maximal de L . Le quotientX , V X , V
 .S est donc simple. Il est clair de plus que J X s 0, donc queX , V X , V
 .S X s V. c.q.f.d.X , V
 .  .Ainsi a un couple X, E , ou X est un objet de C et E un End X -Á Á
module projectif indecomposable, je peux associer un foncteur projectifÂ
 .indecomposable L . De meme, a un couple X, V , ou X est un objetÂ Ã Á ÁX , E
 .de C et V un End X -module simple, je peux associer un foncteur simple
S . En fait:X , V
LEMME 2. Si E est une en¨eloppe projecti¨ e de V, alors L est uneX , E
en¨eloppe projecti¨ e de S .X , V
Le lemme 2 se demontre par le meme argument que le lemme 1, enÂ Ã
utilisant le fait que le morphisme E ª V est essentiel.
Il y a donc la un moyen d'indexer certains foncteurs projectifs et certainsÁ
foncteurs simples par des couples formes d'un objet X de C et d'unÂ
 .End X module. Mais je ne dis pas que cette correspondance est surjec-
tive, ni injective: il se pourrait en effet qu'il y ait d'autres foncteurs simples
 .  .que les S , et il arrive souvent que des couples X, V et Y, WX , V
differents donnent des foncteurs S et S isomorphes.Â X , V Y , W
 .Remarque. Si e est un idempotent primitif de End X , alors
 .  .L Y s'identifie a Hom X, Y e, i.e., aux morphismes de X dans YÁX , End X .e
qui factorisent a travers e. De plusÁ
Hom L , M s eM X . . .Fonct X , End X .e
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3. ENSEMBLES MUNIS D'UNE DOUBLE ACTION
Dans toute la suite, la categorie C s C sera celle dont les objets sontÂ A
 .les groupes finis. Si G et H sont des objets de C , alors Hom H, G est leC
produit tensoriel par A du groupe de Grothendieck de la categorie desÂ
G-ensembles-H, le produit de deux morphismes etant defini par A-lineariteÂ Â Â Â
a partir du produit d'ensembles defini dans l'introduction.Á Â
Je serai amene a considerer certaines sous-categories de C , non-Â Á Â Â
necessairement pleines mais ayant ``des proprietes raisonnables, '' dont laÂ Â Â
definition necessite quelques notations et remarques.Â Â
3.1. Notations
 .a Tout G-ensemble-H est reunion disjointe de G-ensembles-H tran-Â
sitifs, qui sont aussi des G = H op-ensembles de permutation transitifs,
donc associes a un sous-groupe de G = H op. Si K est un sous-groupe deÂ Á
G = H, je noterai G = HrK le G-ensemble-H des classes a gauche deÁ
 .G = H par K, la double action du couple g, h g G = H etant donneeÂ Â
par
g ? a , b K ? h s ga , hy1b K . .  .
 .Ces ensembles constituent une base du A-module Hom H, G .
 .  . b Si K est un sous-groupe du produit G = H, je note p K resp.1
 ..  .p K sa projection sur G resp. sur H , i.e.,2
p K s g g G N ' h g H , g , h g K . 4 .  .1
De meme, je noteÃ
k K s g g G N g , 1 g K et k K s h g H N 1, h g K . 4  4 .  .  .  .1 2
 .   ..  . Alors k K resp. k K est un sous-groupe normal de p K resp.1 2 1
 ..  .  .p K . Le produit k K = k K est un sous-groupe normal de K, et de2 1 2
 .  .  .  .  .  .plus les quotients Krk K = k K , p K rk K et p K rk K sont1 2 1 1 2 2
 .isomorphes. Je noterai q K ce quotient commun.
Ainsi je peux recuperer le groupe K en choisissant un sous-groupe GÂ Â 1
de G, un sous-groupe H de H, un groupe Q quotient commun de G et1 1
H , une surjection s de G dans Q, une surjection t de H dans Q, en1 1 1
posant
K s g , h g G = H N s g s t h . 4 .  .  .1 1
 .c Si G, H, et K sont des groupes, si L est un sous-groupe de
G = H, et si M est un sous-groupe de H = K, je pose
L) M s g , k g G = K N ' h g H , g , h g L, h , k g M . 4 .  .  .
C'est un sous-groupe de G = K.
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3.2. Formule de Mackey
Les notations precedentes permettent d'etablir l'analogue dans ce cadreÂ Â Â
de la formule de Mackey:
PROPOSITION 1. Soit L un sous-groupe de G = H, et M un sous-groupe
de H = K. Alors
G = HrL = H = KrM s G = KrL)h , 1.M . .  . H
 .  .hgp L _Hrp M2 1
 .  .En effet, les orbites de G = K sur X s G = HrL = H = KrMH
 .  .sont en bijection avec l'ensemble p L _ Hrp M par les applications2 1
G g , h L = h9, k M K g G _ XrK .  . .H
¬ p L hy1 h9p M g p L _ Hrp M .  .  .  .2 1 2 1
p L hp M g p L _ Hrp M .  .  .  .2 1 2 1
¬ G 1, 1 L = h , 1 M K g G _ XrK . .  . .H
D'autre part, si E est un G-ensemble-H et F un H-ensemble-K , si U est
le stabilisateur dans G = H du point e g E et V le stabilisateur dans
 .H = K du point f g F, alors le stabilisateur dans G = K du point e, f de
E = F est egal a U)V. Donc le stabilisateur dans G = K du pointÂ ÁH
 .  . h, 1.1, 1 L = h, 1 M est egal a L) M, ce qui prouve la proposition.Â ÁH
3.3. Decomposition d'un morphismeÂ
Soient G et H des groupes finis. Si M est un sous-groupe d'un produit
G = H, je note M* le sous-groupe de H = G defini parÂ
M* s h , g g H = G N g , h g M . 4 .  .
De meme, si X est un G-ensemble-H, je note X* le H-ensemble-G dontÃ
 .l'ensemble sous-jacent est l'ensemble X, l'action du couple h, g sur
l'element x de X etant donnee h ? x ? g s gy1 xhy1. Avec ces notations, ilÂ Â Â Â
 .  .est clair que G = HrM * s H = Gr M* .
 .Si H est un sous-groupe de G, je note D H le sous-groupe de G = H
 .  . 4defini par D H s h, h N h g H . Plus generalement, si f est un mor-Â Â Â
phisme de groupes de H dans G, et K un sous-groupe de H, je note
 .  .   . . 4D K le sous-groupe de G = H defini par D K s f k , k N k g K .Âf f
 .Soit alors L un sous-groupe de G = H. En notant G resp. H la1 1
 .premiere projection resp. la deuxieme projection de L, et K le groupeÁ Á
 .q L , il existe une surjection s de G dans K et une surjection t de H1 1
dans K telles que
L s g , h g G = H N s g s t g . 4 .  .  .1 1
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 .Soit X le H -ensemble-H defini par X s H = HrD H *. Je note deÂ1 1 1
 .meme T le G-ensemble-G defini par T s G = G rD G .Ã Â1 1 1
 .Je note Y le K-ensemble-H defini par Y s K = H rD H , et Z leÂ1 1 t 1
 .G -ensemble-K defini par Z s G = KrD G *.Â1 1 s 1
Avec ces notations:
LEMME 3. Le G-ensemble-H G = HrL se decompose enÂ
G = HrL s T = Z = Y = X .G K H1 1
En effet, par la formule de Mackey,
Y = X s K = HrD H )D H s K = Hr t h , h N h g H . 4 .  .  . .H t 1 1 11
De memeÃ
T = Z s G = Kr g , s g N g g G . 4 .G 11
Donc
T = Z = Y = X s G = Hr g , s g N g g G ) t h , h N h g H 4  4 .  .  .G K H 1 11 1
et le lemme resulte alors de ce queÂ
g , s g N g g G ) t h , h N h g H 4  4 .  .  .1 1
s g , h g G = H N s g s t h s L. 4 .  .  .1 1
Remarques. L'ensemble X est ``de type restriction, '' l'ensemble Y est
``de type points cofixes, '' l'ensemble Z est ``de type inflation, '' et l'ensem-
ble T ``de type induction'': le formalisme des ensembles munis d'une
double action n'introduit donc pas de phenomene essentiellementÂ Á
nouveau.
3.4. Sous-categoriesÂ
Je vais considerer des sous-categories D de C ayant les proprietesÂ Â Â Â
suivantes:
 .} A Si G et H sont des objets de D, alors il existe un ensemble
 .  .S G, H de sous-groupes de G = H tel que Hom H, G soit le sous-A-D
 .module de Hom H, G engendre par les ensembles G = HrK, pourÂC
 .  .K g S G, H . Autrement dit, le module Hom H, G a pour base uneD
 .partie de la base de Hom H, G .C
 .  .  .} B Si K g S G, H , alors q K est un objet de D. De plus, si s et
 .  .  .  .t sont des surjections de p K dans q K et de p K dans q K telles1 2
que
K s g , h g p K = p K N s g s t h 4 .  .  .  .  .1 2
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  ..   ..   ..   . .alors D p K * g S G, q K et D p K g S q K , H . En d'autress 1 t 2
termes, le morphisme G = HrK de H dans G factorise dans D par le
 .groupe q K .
Il semble que ces deux hypotheses soient necessaires pour pouvoir parÁ Â
 .exemple tenter de classifier les objets simples de Fonct D . Elles permet-A
tent egalement de traiter les cas naturels evoques dans l'introduction.Â Â Â
 .Remarque. Comme le groupe q L n'est defini qu'a isomorphisme pres,Â Á Á
 .la condition B entraõne que D est stable par isomorphisme de groupe, ceÃ
qui est la moindre des choses.
( )3.4.1. Ensembles P, Q -libres
Soient P et Q deux familles non-vides de groupes finis ayant les
proprietes suivantes:Â Â
1. Si P est dans P, et si P9 est un sous-groupe de P, alors P9 est dans
P.
2. Si P est dans P, et si P9 est un sous-groupe normal de P, alors
PrP9 est dans P.
3. Si P9 est un sous-groupe normal du groupe P, si P9 et PrP9 sont
dans P, alors P est dans P.
 .Remarque. La condition 2 , jointe au fait que P est non-vide, entraõneÃ
que P contient le groupe trivial.
Comme exemple de telles familles, il y a la famille reduite au groupeÂ
trivial, la famille des p-groupes, celle des p9-groupes, celle des groupes
resolubles, celle de tous les groupes finis.Â
Si G et H sont des groupes finis, et si E est un G-ensemble-H, je dirai
 .que E est P, Q -libre si le stabilisateur a gauche d'un point quelconqueÁ
de E est dans P, et son stabilisateur a droite dans Q. Dans le cas ou P etÁ Á
 .Q sont reduites au groupe trivial, un ensemble P, Q -libre est simple-Â
ment un ensemble libre a gauche et a droite. Si E s G = HrK, alors EÁ Á
 .  .  .est P, Q -libre si et seulement si k K est dans P et k K dans Q.1 2
Soit alors C la categorie dont les objets sont les groupes finis. Si GÂP , Q
 .et H sont des objets de C , alors Hom H, G est le sous-module deP , Q C P , Q
 .  .Hom H, G engendre par les G-ensembles-H qui sont P, Q -libres.ÂC
Alors,
LEMME 4. Cette definition fait de C une sous-categorie de C , ayant lesÂ ÂP , Q
 .  .proprietes A et B .ÂÂ
 .En effet, la premiere partie de la condition B est trivialement realisee,Á Â Â
puisque tous les groupes finis sont objets de C . La seconde resulte duÂP , Q
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  ..  .  .  .  .fait que si M s D p K *, alors k M s k K g P et k M s 1 gs 1 1 1 2
  ..  .  .  .Q. De meme, si L s D p K , alors k L s 1 g P et k L sÃ t 2 1 2
 .k K g Q.2
 .La condition A resulte de la definition. De plus, si G est un groupeÂ Â
fini, alors l'ensemble G dote de son action naturelle par multiplication aÂ Á
 .gauche et a droite est P, Q -libre, car il est libre a gauche et a droite.Á Á Á
Donc l'identite est un morphisme de G.Â
 .Il reste a voir que les ensembles P, Q -libres se multiplient entre eux,Á
Soient donc G, H, et K des groupes finis, soit E un G-ensemble-H
 .  .  .P, Q -libre, et F un H-ensemble-K P, Q -libre. Soit e, f un point du
 .produit E = F. Le stabilisateur a gauche de e, f estÁH
 4G s g g G N ' h g H , geh s e, hf s f .1
Soit alors
 4H s h g H N ' g g G, geh s e, hf s f .1
Alors H est un sous-groupe de stabilisateur a gauche de f dans H. DoncÁ1
H est dans P.1
Soit de memeÃ
 4G s g g G N ge s e .2
Alors G est dans P, et c'est un sous-groupe de G .2 1
Soit enfin
 4H s h g H N eh s e, hf s f .2
C'est un sous-groupe normal de H , donc H rH est un element de P.Â Â1 1 2
Or il y a un morphisme surjectif naturel de G dans H rH , qui fait1 1 2
correspondre a g g G la classe d'un element h tel que geh s e et hf s f.Á Â Â
Le noyau de ce morphisme est G . Alors G et G rG sont dans P, et G2 2 1 2 1
est dans P. Le meme raisonnement de l'autre cote montre que E = FÃ Ã Â H
 .est P, Q -libre, donc que C est bien une sous-categorie de C , ce quiÂP , Q
prouve le lemme.
3.4.2. Groupes reductifsÂ
Soit p un nombre premier, et C la sous-categorie de C dont les objetsÂp
sont les groupes reductifs finis en caracteristique p. Si P est un sous-groupeÂ Â
 .parabolique d'un objet G de C , je noterai r P son radical unipotent, egalÂp
 .  .a O P , et P le quotient Prr P . Je note p ou p ¬ p la projectionÁ p P
naturelle de P sur P.
 .Si G et H sont des objets de C , soit S G, H l'ensemble des sous-p
groupes K de G = H tels qu'il existe un sous-groupe parabolique P de G,
un sous-groupe parabolique Q de H, et un isomorphisme u de P sur Q,
tels que
K s p , q g P = Q N u p s q . 4 .  .
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 .Remarque. Dans ces conditions, le groupe P est egal a p K , et leÂ Á 1
 .  .   ..  .groupe Q a p K . Donc p K resp. p K est parabolique, et k KÁ 2 1 2 1
  ..resp. k K est son radical unipotent. Inversement, ces conditions entraõ-Ã2
 .nent que K g S G, H .
 .Alors par definition, le module Hom H, G est le sous-module deÂ Cp
 .  .Hom H, G engendre par les ensembles G = HrK, pour K g S G, H .ÂC
LEMME 5. Ces definitions font de C une sous-categorie de C , ayant lesÂ Âp
 .  .proprietes A et B .ÂÂ
 .  .La propriete A vraie par definition. La propriete B resulte de faitÂ Â Â Â Â Â
 .qu'avec les notations ci-dessus, le groupe q K n'est autre que le groupe
P, isomorphe a Q: c'est donc le quotient d'un groupe parabolique par sonÁ
radical unipotent, donc un groupe reductif. Il est clair d'autre part queÂ
 .  . 4   . 4.p, x g P = Q N u p s x resp. x, q g Q = Q N x s q est dans
 .   ..S G, Q resp. dans S Q, H .
D'autre part, si G est un groupe reductif, alors la diagonaleÂ
D G s g , g g G = G N g g G 4 .  .
 .est bien dans S G, G , et l'identite est un morphisme de G.Â
Il reste a voir que les morphismes se multiplient entre eux. Par laÁ
 .formule de Mackey, il suffit de montrer que si P resp, Q, R, S est un
 .  .sous-groupe parabolique de G resp. H, H, K , si u resp. f est un
 .isomorphisme de P sur Q resp. de R sur S , si h g H et si
L s p , q g P = Q N u p s q 4 .  .
M s r , s g R = S N f r s s 4 .  .
h, 1.  .alors le groupe N s L) M est un element de S G, K .Â Â
Or la premiere projection de N est l'ensemble des p g P pour lesquelsÁ
il existe un q g Q et un s g S tels que
h hu p s q , q g R , f q s s. .  .
h  . y1 y1  h .Alors q g Q l R, et p N s p u p Q l R , ou encore1 P Q
p N s py1uy1p Q l h R r Q .  . . .1 P Q
Or p induit une bijection entre les sous-groupes paraboliques de P et lesP
sous-groupes paraboliques de P. De meme, l'isomorphisme u induit uneÃ
bijection entre les sous-groupes paraboliques de P et ceux de Q car un
sous-groupe parabolique peut etre defini de facËon abstraite par l'egaliteÃ Â Â Â
  ...  h .  .P s N O P . Comme de plus, le groupe Q l R ? r Q est un sous-G p
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 w x.groupe parabolique de Q cf. DI-MI, Chap. 2; CU1 , il en resulte queÂ
 .  .p N est un sous-groupe parabolique de G. De meme, le groupe p NÃ1 2
est un sous-groupe parabolique de K.
Un raisonnement analogue montre que
k N s py1uy1p Q l h r R r Q .  .  . . .1 P Q
 h  ..  .  h .  .et comme Q l r R r Q est le radical unipotent de Q l R r Q , il
 .  .en resulte que k K est le radical unipotent de p K , ce qui prouve laÂ 1 1
proposition.
4. FONCTEURS SIMPLES
 .  .Soit D une sous-categorie de C verifiant les conditions A et B , et SÂ Â
 .un objet simple de Fonct D . Soit H un objet de D d'ordre minimal telA
 .que S H / 0.
 .  .Soit de plus V s S H , et W un sous-End H -module non-nul de V.
Alors
Hom L , S s Hom W , V / 0. .  .Fonct H , W EndH .
Comme S est simple, il en resulte que S est un quotient de L . CommeÂ H , W
 .  .L H s W, j'ai donc W s V, ce qui prouve que V est un End H -H , W
module simple. Alors comme L a un unique quotient simple S il enH , W H , V
resulte que S est isomorphe a S .Â Á H , V
De plus, si X est un H-ensemble-H qui factorise par un groupe K
 .  .d'ordre strictement plus petit que celui de H, alors S X ? S H s
 .X ? V s 0, car S K s 0. Donc V est annule par tous les H-ensembles-HÂ
 .de ce type. Ces derniers engendrent un ideal I de End H .Â H
Alors si L est un sous-groupe de H = H, si H et H sont ses1 2
 .projections sur H, si K s q L et si s et t sont des surjections de H dans1
K et de H dans K telles que2
L s a, b g H = H N s a s t b 4 .  .  .1 2
et si de plus H = HrL f I , alors le groupe K doit etre d'ordre superieurÃ ÂH
ou egal a celui de H. Comme K est une section de H, il en resulte que KÂ Á Â
est isomorphe a H, que H et H sont egaux a H, et que s et t sont desÁ Â Á1 2
isomorphismes. En d'autres termes, il existe un automorphisme f de H tel
 .que L s D H .f
 .  .Il est facile de voir d'autre part que les sous-groupes D H et D Hf c
sont conjugues dans H = H si et seulement si il existe un automorphismeÂ
interieur i de H tel que c s f i. Comme de plusÂ
D H )D H s D H .  .  .f c fc
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 .j'ai un homomorphisme d'algebres naturel de l'algebre A Ext H duÁ Á
 .  .groupe Ext H des automorphismes exterieurs de H dans End H , qui aÂ Á
 .la classe de f fait correspondre H = HrD H , et cet homomorphismef
 .  .est de plus injectif. J'identifierai A Ext H a son image dans End H .Á
Les remarques ci-dessus montrent alors que
End H s A Ext H q I . .  . H
 .En fait, cette somme est directe: en effet, si un element de A Ext H , deÂ Â
 .la forme  l H = HrD H est dans I , alors il s'ecrit comme uneÂf f f H
somme de morphismes factorisant par des groupes K d'ordre strictement
< <plus petits que H . Ces derniers sont eux-memes de la formeÃ
a ? H = KrL b ? K = HrM L M /  /
L M
donc sommes de termes de la forme
a b ? H = HrL) x , 1.ML M
et en particulier, pour tout f tel que l / 0, il existe un groupe K d'ordref
< <strictement plus petit que H , un sous-groupe L de H = K, et un
 .sous-groupe M de K = H, tels que D H soit conjugue dans H = H deÂf
L) M. Et ceci est impossible par le
LEMME 6. Soient H et K des groupes, soit L un sous-groupe de H = K et
M un sous-groupe de K = H, et f un automorphisme de H tels que L) M s
 .D H . Alors H est une section de K.f
 .  .  .En effet, soit a g k L . Comme a, 1 g L, et comme 1, 1 g M, alors1
 .  .  .  .  .a, 1 appartient a L) M s D H . Alors a s f 1 s 1, donc k L s 1 .Á f 1
 .  .De meme, j'ai k M s 1 . D'autre part, pour tout a g H, commeÃ 2
 y1 ..  .  .a, f a g D H s L) M, il existe c g K tel que a, c g L etf
 y1 ..  .  .c, f a g M. Donc p L s H. De meme, j'ai p M s H. Alors soitÃ1 2
 .  .Q s q L , soit s une surjection de p L s H dans Q et t une surjection1
 .de p L s K dans Q telles que2 1
L s a, b g H = K N s a s t b . 4 .  .  .1
 .Alors k L s Ker s, et s est donc injectif. Alors H est un quotient de K1 1
donc une section de K. c.q.f.d.
 .COROLLAIRE. L'algebre End H se decompose enÁ Â
End H s A Ext H [ I . .  . H
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Revenant au foncteur simple S, je vois que si H est un objet de
 .  .  .D d'ordre minimal tel que S H / 0, alors V s S H est un A Ext H -
 .module simple. Inversement, si V est un A Ext H -module simple, je
 .  .peux en faire un End H -module simple par le corollaire ci-dessus.
 .Alors le foncteur S est simple, tel que S H s V. De plusH , V H , V
 .LEMME 7. Soit H un objet de D et V un A Ext H -module simple. Si K
 .est un objet de D tel que S K / 0, alors H est une section de K.H , V
 .En effet, si S K / 0, commeH , V
S K s Hom H , K .  .H , V
m V f m¨ ;cgHom K ,H , cf ¨ s0 . .  . EndH . i i i i 5
i i
je vois qu'il existe un sous-groupe L de H = K, un sous-groupe M de
K = H, et un vecteur ¨ de V, tels que
H = KrL = K = HrM ? ¨ / 0. .  .K
En particulier, il existe un automorphisme f de H et x g K tel que
 x, 1.  .L) M s D H . Le lemme 6 assure alors que H est une section de K.f
D'ou le lemme 7.Á
Dans ces conditions, si K est un objet de D d'ordre minimal tel que
 .S K / 0, alors K est isomorphe a H, ce qui caracterise H en fonctionÁ ÂH , V
de S . Le module V est alors la valeur en H de S . Finalement,H , V H , V
 .PROPOSITION 2. Les objets simples de Fonct D sont en bijection a¨ecA
 .  .les couples H, V , ou H est un objet de D a isomorphisme de groupe pres,Á Á Á
 .et V un A Ext H -module a isomorphisme pres, par la correspondance qui auÁ Á
 .couple H, V associe le foncteur S .H , V
Remarque. Dans le cas ou D est l'une des categories C , l'ensembleÁ Â P , Q
indexant les simples ne depend pas de P et Q, mais les foncteurs simplesÂ
S , eux, en dependent: hormis le cas ou P et Q sont reduites au groupeÂ Á ÂH , V
trivial, ils sont d'ailleurs bien mal nommes, puisque de structure assezÂ
compliquee.Â
Â5. UNE THEORIE DE VORTEX ET DE SOURCE
 .  .Les conditions A et B imposees a la sous-categorie D de C trouventÂ Á Â
une autre justification dans le fait qu'elles permettent de developper uneÂ
theorie de vortex et de source. L'hypothese supplementaire est que l'an-Â Á Â
 .neau A est tel que pour tout objet G de D, un AG-module de type fini
M admet une decomposition unique en AG-modules indecomposables.Â Â
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 .Je dirai qu'un quadruplet G, H, G , s compose d'objets G et H de D,Â1
d'un sous-groupe G de G et d'une surjection s de G dans H est1 1
 .  .  .admissible si le groupe D G * est dans S G, H et si le groupe D G ests 1 s 1
 .  .dans S H, G . Si G, H, G , s est un quadruplet admissible, je note1
Gw xJ G , s le foncteur de la categorie des AH-modules dans celle desÂH 1
AG-modules defini parÂ
G w xJ G , s N s G = HrD G * m N. .  .H 1 s 1 H
Gw xJe note de meme T G , s le foncteur de la categorie des AG-modulesÃ ÂH 1
dans celle des AH-modules defini parÂ
G w xT G , s M s H = GrD G m M . .  .H 1 s 1 G
Les foncteurs definis ci-dessus ont des proprietes de multiplication remar-Â Â Â
quables:
 .  .LEMME 8. Soient G, H, G , s et H, K, H , t des quadruplets admissi-1 1
 y1 . .bles. Alors le quadruplet G, K, s H , ts est admissible et1
G H G y1w x w xJ G , s J H , t s J s H , ts , .H 1 K 1 K 1
H G G y1w x w xT H , t T G , s s T s H , ts . .K 1 G 1 K 1
En effet
G = HrD G * = H = KrD H * s G = KrD G )D H .  .  .  . .  .s 1 H t 1 s 1 t 1
et
D G )D H s g , k g G = K N ' h g H , g g G , s g s h , .  .  .  .s 1 t 1 1
h g H , t h s k ,4 .1
ou encore
D G )D H s D sy1 H . .  .  . .s 1 t 1 t s 1
Il y a de meme une formule de Mackey reliant les foncteurs J et T : soientÃ
 .  .G, H, G , s et G, K, G , t des quadruplets admissibles. Si x g G, soit1 2
L s G lxG r G lx Ker s Ker t lxG . .  .  .x 2 1 2 1
Soit de plus K l'image par t du sous-groupe G lxG de G , et b lax 2 1 2 x
surjection naturelle de K sur L . Soit de meme H l'image par s duÃx x x
sous-groupe G x l G de G , et a la surjection naturelle de H dans L .2 1 1 x x x
Avec ces notations
 .LEMME 9. Pour tout x g G, les quadruplets K, L , K , b etx x x
 .H, L , H , a sont admissibles, etx x x
G w x G w x K w x H w xT G , t J G , s s J K , b T H , a .K 2 H 1 L x x L x xx x
xgG _GrG2 1
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En effet, par la formule de Mackey, le produit sur G des ensembles
 .  .K = GrD G et G = HrD G * est egal aÂ Át 2 s 1
K = HrD G ) x , 1.D G *. .  . t 2 s 1
xgG _GrG2 1
 .  x, 1.  .En notant X le groupe D G ) D G *, j'aix t 2 s 1
X s k , h g K = H N ' g g G, g g G , t g s k , g x g G , s g x s h 4 .  .  .x 2 1
ou encore
X s t g , s g x N g g G lxG . 4 .  . .x 2 1
Alors
p X s t G lxG s K et p K s s G x l G s H .  .  . .1 x 2 1 x 2 x 2 1 x
de memeÃ
k X s t G lx Ker s sKer b , k X s s Ker t x l G sKer a . .  .  . .1 x 2 x 2 x 1 x
 .Le groupe L s'identifie donc a q X , et de plus, par definition de b etÁ Âx x x
a , j'aix
X s k , h g K = H N b k s a h 4 .  .  .x x x x x
ce qui prouve le lemme, en passant aux foncteurs associes.Â
Gw xLEMME 10. Le foncteur T G , s est adjoint a gauche de foncteurÁH 1
Gw xJ G , s .H 1
 .En effet, soit X le bimodule associe a H = GrD G , et X* le moduleÂ Á s 1
 .associe a G = HrD G *. Le module X* se decompose enÂ Á Âs 1
X* s G = G rD G m G = HrD G * . .  .1 1 G 1 s 11
Le produit tensoriel sur H par le facteur de droite correspond a l'inflationÁ
w  . xsuivant s: le module G = HrD G * m N est en effet le module N1 s 1 H
 . G1  .sur lequel l'element g g G agit par g ? n s s g n. Je noterai Inf N ceÂ Â 1 s, H
module.
Alors le produit tensoriel sur G par le facteur de gauche correspond aÁ1
l'induction de G a G. DoncÁ1
G w x G G1J G , s N s Ind Inf N . .  .H 1 G s , H1
De meme, le module X se decompose enÃ Â
X s H = G rD G m G = GrD G . .  .1 s 1 G 1 11
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Le facteur de droite correspond a la restriction de G a G . Le facteur deÁ Á 1
gauche correspond au passage aux ``points cofixes suivant s'': si Y est un
w  .xAG -module, alors H = G rD G m Y est le quotient Y de Y par1 1 s 1 G Ker s1
le A-module engendre par les elements de la forme gy y y, pour g g Ker sÂ Â Â
et y g Y. En notant y ¬ y la projection naturelle de Y sur Y , leKer s
groupe H agit sur Y parKer s
h ? y s gy si s g s h. .
Finalement
G w x GT G , s P s Res P . .  .H 1 G1 Ker s
Or le foncteur de restriction de G a G est adjoint a gauche du foncteurÁ Á1
d'induction de G a G, et le foncteur ``points cofixes suivant s'' est adjointÁ1
a gauche du foncteur d'inflation suivant s. D'ou le lemme.Á Á
Il est possible de definir une notion d'injectivite relative au foncteurÂ Â
Gw x  w x. Gw xT G , s cf. BO1 : je dirai qu'un AG-module M est T G , s -injectifH 1 H 1
  . .ou G , s -injectif si pour tout diagramme1
a 6
X Y
6
b
M
Gw x .tel que le morphisme T G , s a soit une injection directe, il existe unH 1
morphisme f de Y dans M tel que b s fa . Alors:
 w x.LEMME 11. cf. BO1 . Les conditions sui¨ ants sont equi¨ alentes:Â
Gw x1. Le module M est T G , s -injectif.H 1
Gw x .2. Il existe un AH-module N tel que M soit facteur direct de J G , s N .H 1
Gw x Gw x .3. Le module M est facteur direct de J G , s T G , s M .H 1 H 1
Soit alors G un objet de D, et M un AG-module indecomposable.Â
J 'appelle D-¨ortex de M un objet H de D d'ordre minimal tel qu'il existe
un sous-groupe G de G et une surjection s de G dans H, tels que1 1
 .  .a Le quadruplet G, H, G , s est admissible.1
 .  .b Le module M est G , s -injectif.1
J 'appelle alors D-source de M un facteur direct indecomposable N deÂ
G w x G w xT G , s M tel que M soit facteur direct de J G , s N . .  .H 1 H 1
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L'existence de D-vortex et D-source est assuree par le fait que M estÂ
 .toujours G, Id -injectif, et par le fait que pour tout objet G de D, tout
AG-module admet une decomposition unique en AG-modules indecom-Â Â
posables.
PROPOSITION 3. Soit G un objet de D, et M un AG-module indecom-Â
 .posable. Soit H un D-¨ortex de M, et G, K, G , t un quadruplet admissible2
 .tel que M soit G , t -injectif. Alors H est une section de K.2
COROLLAIRE. Si K est un D-¨ortex de M, alors K est isomorphe a H.Á
En effet, si H est un D-vortex de M, il existe un quadruplet admissible
 .G, H, G , s et un AH-module N tel que M soit facteur direct de1
Gw x .  .J G , s N . Mais comme M est G , t -injectif, alors M est facteurH 1 2
Gw x Gw x .direct de J G , t T G , t M , donc facteur direct deK 2 K 2
G w x G w x G w xP s J G , t T G , t J G , s N . .K 2 K 2 H 1
Avec les notations des lemmes 8 et 9, j'ai
G w x K w x H w xP s J G , t J K , b T H , a N . . K 2 L x x L x xx x
xgG _GrG2 1
Soit
G y1 H w xP s J t K , b t T H , a N . .  . L x x L x xx x
xgG _GrG2 1
Comme H est un D-vortex de M, et comme L est une section de H, ilx
doit exister x g G tel que L soit isomorphe a H. Dans ces conditions, jeÁx
dois avoir
G x l G ? Ker s s G , Ker t x l G : G x l Ker s. .2 1 1 1 2
Comme de plus L est un quotient du groupe G lxG rKer t lxG ,x 2 1 1
lui-meme sous-groupe de G rKer t, isomorphe a K, je vois que H est uneÃ Á2
section de K. Alors si H et K sont deux D-vortex de M, ils sont
isomorphes, ce qui prouve la proposition.
Alors si H est un D-vortex de M, et si N est une D-source de M,
 .associee au quadruplet admissible G, H, G , s , alors N a comme D-vortexÂ 1
 .le groupe H: en effet, si L est un D-vortex de N, et si H, L, H , r est un1
quadruplet admissible ayant les proprietes de la definition, alors il existeÂ Â Â
H w x .un AL-module P tel que N soit facteur direct de J H , r P . Alors ML 1
Gw x H w x . Gw y1 . x .est facteur direct de J G , s J H , r P s J s H , rs P . Donc LH 1 L 1 L 1
est isomorphe a H.Á
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Soit alors N9 un autre H-module D-source de M, associe au quadrupletÂ
 . Gw x .admissible G, H, G , t . Je sais que M est facteur direct de J G , s N .2 H 1
Gw x .Comme N9 est facteur direct de T G , t M , il est aussi facteur directH 2
Gw x Gw x .de T G , t J G , s N . Ce dernier est egal aÂ ÁH 2 H 1
H w x H w xJ K , b T H , a N . L x x L x xx x
xgG _GrG2 1
 x .  x .en notant K le groupe t G l G , et H le groupe s G l G . Commex 2 1 x 2 1
N9 est indecomposable, il doit exister x g G tel que N9 soit facteur directÂ
H w x H w x .de J K , b T H , a N . Mais comme il est aussi de vortex H, celaL x x L x xx x
impose que L soit isomorphe a H.Áx
 x .  x . x .Comme L est isomorphe a G l G r G l Ker s Ker t l G ,Áx 2 1 2 1
 x .quotient du sous-groupe s G l G de H, je dois avoir2 1
G x l G ? Ker s s G , Ker t x l G : Ker s. .2 1 1 1
De meme, le groupe L est isomorphe a un quotient du sous-groupeÃ Áx
 x .t G l G de H. Donc2 1
G lxG ? Ker t s G , G lx Ker s : Ker t . .2 1 2 2
Ces conditions se resument aÂ Á
G lxG ?x Ker s sxG , G lxG ? Ker t s G , .  .2 1 1 1 1 2
G lx Ker s s Ker t lxG2 1
ou encore
G ?x Ker s s Ker t ?xG , G lx Ker s s Ker t lxG .2 1 2 1
Une telle situation definit un automorphisme u de H: si h est un elementÂ Â Âx
 . xde H, alors h s'ecrit t u , pour un u de G l G . Alors, les conditions ciÂ 2 1
dessus font que l'egaliteÂ Â
u h s s u x .  .x
 .definit sans ambiguite l'element u h de H.Â Â Â Â x
Il est alors clair que N est facteur direct de l'image de N9 par
l'automorphisme u , donc qu'il lui est isomorphe. Finalement,x
PROPOSITION 4. Si H est un D-¨ortex de M, et si N et N9 sont deux
H-modules D-sources de M, alors il existe un automorphisme u de H tel que
 .N soit isomorphe a u N9 .Á
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Le calcul ci-dessus montre de plus quel type da rapport il y a entre cet
automorphisme et le groupe G, plus complique que la simple conjugaisonÂ
par un element de G comme dans le cas classique de vortex d'un moduleÂ Â
indecomposable.Â
Â6. UNE SECONDE THEORIE DE VORTEX ET SOURCE
La section precedente demeure un peu enigmatique quant aux condi-Â Â Â
 .  .tions A et B , car elle oblige a considerer simultanement toute uneÁ Â Â
classe D de groupes finis. Il serait plus agreable, etant donne un groupeÂ Â Â
fini G et une certaine famille d'objets associes, de pouvoir faire uneÂ
theorie analogue.Â
Je supposerai que l'anneau A est tel que pour toute section de G, tout
AG-module admet une decomposition unique en AG-modules indecom-Â Â
posables.
L'exemple des groupes reductifs incite a considerer une famille F deÂ Á Â
 .couples P, U , ou P est un sous-groupe de G et U un sous-groupe normalÁ
 .  .de P. Si P, U g F, je peux parler de la categorie Mod P, U desÂ
P-modules U-triviaux, i.e., des P-modules sur lesquels U agit trivialement.
 .  .La famille F possede un ordre naturel: si P, U et Q, V sont dans F,Á
 .  .  .  .je dis que P, U F Q, V si V : U : P : Q. Alors, si P, U F Q, V , il
 .  .y a un foncteur naturel de Mod P, U dans Mod Q, V , qui est l'induction
de P a Q: si X est un P-module U-trivial, alors IndQ X est un Q-moduleÁ P
V-trivial. Je note jQ, V ce foncteur, defini parÂP , U
Q , V Qj X s Ind X s Q = PrD P m X . .  .P , U P P
Inversement, si Y est un Q-module V-trivial, je peux regarder sa restriction
a P, puis les points cofixes par U de cette restriction, considere cette foisÁ Â Â
Q, V  .comme un P-module. J'obtiens ainsi un foncteur t de Mod Q, V dansP , U
 .Mod P, U , defini parÂ
t Q , V Y s Inf P ResQ Y . .  .P , U Pr U P U
Ces foncteurs verifient des relations de transitivite evidentes. Il est clairÂ Â Â
egalement que jQ, V est adjoint a droite de t Q, V.Â ÁP , U P , U
J'ai alors une notion d'injectivite relative: si M est un Q-moduleÂ
 .  .  .V-trivial, et si P, U F Q, V , je dis que M est P, U -injectif s'il existe un
Q, V  .P-module U-trivial N tel que M soit facteur direct de j N .P , U
Alors si M est un Q-module V-trivial indecomposable, un F-¨ortex de MÂ
 .  .  .est par definition un couple P, U g F minimal tel que P, U F Q, VÂ
 .et tel que M soit P, U -injectif.
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Une F-source de M est alors un facteur direct indecomposable N deÂ
Q, V  . Q, V  .t M tel que M soit facteur direct de j N .P , U P , U
L'existence de F-vortex et F-source est assuree par le fait que lesÂ
foncteurs jQ, V sont les foncteurs identite, et par les hypotheses faites surÂ ÁQ, U
l'anneau A.
Les relations de transitivite mentionnees plus haut entraõnent alors queÂ Â Ã
 .si M est un Q-module V-trivial de F-vortex P, U , et si N est une
 .F-source de M, alors P, U est le seul F-vortex de N.
Jusque la, la famille F peut etre absolument quelconque. Bien sur, pourÁ Ã Ã
assurer une certaine unicite des F-vortex et F-sources, il faut faire desÂ
hypotheses supplementaires sur F: je supposerai donc que F verifie lesÁ Â Â
deux conditions suivantes:
 .  .  x x.a Si P, U g F, et si x g G, alors P , U g F.
 .  .  .  .  . .b Si P, U g F et Q, V g F, alors P l Q ? U, P l V ? U g F.
 .Remarque. Il n'y a alors aucun inconvenient a supposer que G, 1 g F,Â Á
ce que je ferai desormais, puisque je veux parler de F-vortex et F-sourceÂ
d'un AG-module.
 .  .Si P, U et Q, V sont deux couples de F, je dis qu'ils sont lies, ce queÂ
 .  .je note P, U } Q, V si
P l Q ? U s P , P l Q ? V s Q, P l V s Q l U, .  .
ou, de maniere moins symetrique mais plus conciseÁ Â
P ? V s U ? Q, P l V s Q l U.
 .  .Alors si P, U } Q, V , et si L est un Q-module V-trivial, je note
u L .P , U . , Q , V .
le module L sur lequel le groupe P agit ainsi: si p g P, alors p s'ecritÂ
p s p9 ? u, pour p9 g P l Q et u g U. Alors si l g L, je pose p ? l s p9 ? l.
Il est facile de voir que je fais ainsi de L un P-module U-trivial, et que
 .  .u est un foncteur de Mod Q, V dans Mod P, U .P , U ., Q, V .
De meme, si x g G je note xM le xQ-module xV-trivial L sur lequelÃ
x  x . x  .l'element g g Q agit par q ? l dans L s q ? l dans L .Â Â
Les notations et hypotheses precedentes permettent alors d'etablir laÁ Â Â Â
 .  .  .PROPOSITION 5. Soient R, W F Q, V G P, U des elements de F, etÂÂ
M un AP-module U-tri¨ ial. Alors, pour tout x g G, j'ai
R , W G R lxP ? W , R lxU ? W .  .  . .
} R lxP ?xU, W lxP ?xU F xP , xU .  .  . .
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et de plus en posant
u s u x x x x x xx  R l P .?W , R l U .?W . ,  R l P .? U , W l P .? U .
t Q , V jQ , V M s jR , W q q u tq P , qUq q q q qM . .  .R , W P , U  R l P .?W , R l U .?W . q  R l P .? U , W l P .? U .
qgR_QrP
 .COROLLAIRE 1. Si M est indecomposable, et a la fois P, U -injectif etÂ Á
 .  x .  x . .R, W -injectif, alors il existe x g G tel que M soit R l P W, R l U W -
injectif.
 .COROLLAIRE 2. Si M est indecomposable, si R, W est un F-¨ortex deÂ
 .M, et si M est P, U -injectif, alors il existe x g G tel que
R s R lxP W , W s RFxU W .  .
et en particulier, le groupe RrW est une section de PrU.
 .  .COROLLAIRE 3. Si M est indecomposable, et si R, W et P, U sontÂ
 .  x x .deux F-¨ortex de M, alors il existe x g G tel que R, W } P, U , et en
particulier les groupes RrW et PrU sont isomorphes.
La premiere assertion de la proposition resulte des inclusions:Á Â
R = R lxP ? W = R lxU ? W = W .  .
et des egalites.Â Â
R lxP ? W W lxP ?xU s R lxP ? W ?xU s W ? R lxP ?xU .  .  .  .
et
R lxU ? W R lxP ?xU s R lxU ? R lxP ? W ?xU .  .  .  .
s R lxP ? W ?xU s W ? R lxP ?xU. .  .
De memeÃ
R lxP ? W l W lxP ?xU s W lxP ? R lxP ? W lxU .  .  .  . .
x x xs W l P ? R l P ? W l U .  . .
s W lxP ? R lxU .  .
et
R lxU ? W l R lxP ?xU s R lxU ? W l R lxP ?xU .  .  .  . .
s R lxU ? W l R ?xU lxP .  . .
s R lxU ? W lxP .  .
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et du fait que W lxP normalise R lxU, ces deux dernieres expressionsÁ
sont egales.Â
 . En notant a resp. b , g les projections de P sur PrU resp. de Q sur
. Q, VQrV, de R sur RrW , il est clair que le foncteur j peut etre defini parÃ ÂP , U
Q , Vj N s Q = PrU rD P * m PrU = PrD P m N .  .  .  .  .P , U a Pr U a P
car le terme de droite correspond aux points cofixes par U du module
U-trivial N, et le terme de gauche a l'inflation de PrU a P, suivie deÁ Á
l'induction de P a Q.Á
De meme, le foncteur t Q, V peut aussi etre defini parÃ Ã ÂR , W
Q , Vt M s R = RrW rD R * m RrW = QrD R m M . .  .  .  .  .R , W g R r W g Q
Le foncteur compose t Q, V jQ, V correspond donc au produit tensoriel sur PÂ R , W P , U
par le module associe a l'ensembleÂ Á
X s R = RrW rD R * = RrW = QrD R = ??? .  .  .  . .  .g R r W g Q
= Q = PrU rD P * = PrU = PrD P . .  .  .  . .  .Q a Pr U a
Par la formule de Mackey, le produit des deux premiers termes est egal aÂ Á
R = Qr r , r 9 g R = R N ry1 r 9 g W 4 .
et le produit des deux derniers aÁ
Q = Pr p , p9 g P = P N py1 p9 g U . 4 .
Une nouvelle application de la formule de Mackey donne alors l'ensemble
X sous la forme X s  R = PrL , ou j'ai poseÁ Âq g R _ Q r P q
L s r , r 9 g R = R N ry1 r 9 g W )q , 1. p , p9 g Q = P N py1 p9 g U . 4  4 .  .q
J'ai alors
y1y1 q qL s r , p gR=P N ' xgQ, xgR , r xgW , x gP , x pgU .  . 4q
ou encore
qq y1 y1 qL s r , p g R = P N ' x g R l P , r x g W , x p g U . 4 .  .q
 .Alors si r, p g L , j'aiq
qq q y1 qr g R l P ? W , w g R l P ? U, r p g W ? U. .  .  .
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Inversement, si ces conditions sont remplies, je peux ecrire r s yw, pourÂ
q  q. qy g R l P et w g W, et p s y9 u, pour y9 g R l P et u g U. Alors
q qy1 y1 y1 qr p s w y y9 u g W ? U . .
y1  q . q q . q  q .donc y y9 g W ? U l R l P s W ? U l R l P s W l P ?
q . y1 q . qU l R . Je peux alors ecrire y y9 s w9 u9 , pour w9 g W l P etÂ
u9 g U l Rq. Posant alors x s yw9, j'ai
q y1 qy1 y1 y1 y1 q qr x s w w9 g W , x p s w9 y y9 u s u9u g U .  . .
 q . q . qet de plus x g R l P W l P s R l P. Donc
L s r , p g R = P N r g R l qP ? W , w g Rq l P ? U,  .  .  .q
qy1 qr p g W ? U .4 .
Il reste a exprimer le second membre de l'egalite de la proposition sousÁ Â Â
forme d'une somme de produits tensoriels par les bimodules associe a desÂ Á
R-ensembles-P.
 .  .LEMME 12. Soit P, U } Q, V . Alors si M est un Q-module V-tri¨ ial,
y1u M s P = Qr p , q N p q g U ? V m M . 4 .  .P , U . , Q , V . Q
 .  .En effet, si P, Q } Q, V , soit u l'isomorphisme de QrV dans PrU
y1 .determine par la liaison: je pose u qV s xU, si x g P l Q et x q g V.Â Â
Alors, appliquer u a M revient a prendre les points cofixes de MÁ ÁP , U ., Q, V .
par V, c'est a dire puisque M est V-trivial, a regarder M comme unÁ Á
QrV-module, puis a transporter ce module au groupe PrU par l'isomor-Á
phisme u , et a considerer le resultat comme un P-module, i.e., pratiquerÁ Â Â
l'inflation de PrH a P.Á
Ces trois operations s'expriment par des produits tensoriels par desÂ
modules associes a des ensembles munis d'une double action: plus precise-Â Á Â Â
 . ment, en notant a resp. b la projection de P sur PrU resp. de Q sur
.QrV :
u M s P = PrU rD P * .  .  .P , U . , Q , V . a
m PrU = QrV rD QrV m ??? .  .  .Pr U u Q r V
m QrV = QrD Q m M .  .Q r V b Q
ce qui s'ecrit encoreÂ
u M s P = Qr p , q N a p s ub q m M . .  .  .  . 4P , U . , Q , V . Q
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 .  .Mais dire que a p s ub q revient a dire qu'il existe x g P l Q tel queÁ
pU s xU et qV s xV. En particulier, py1q s py1 x ? xy1q g U ? V. Inverse-
ment, si py1q g U ? V, alors comme p peut s'ecrire p s p9u, pour p9 gÂ
P l Q et u g U, et comme q peut s'ecrire q s q9¨ , pour q9 g P l QÂ
et ¨ g U, j'ai aussi p9y1q9 g U ? V, donc
p9y1q9 g U ? V l P l Q s U ? V lP l Q s U l Q s V l P s U l V . .
 y1 .Alors q9 g P l Q, et q9V s qV. De plus pU s p9U s p9 p9 q9 U s q9U,
 .  .et j'ai bien a p s ub q . D'ou le lemme.Á
Alors en posant
A s R l qP ? W , B s R l qU ? W , .  .q q
C s R l qP ?qU, D s W l qP ?qU, .  .q q
et en notant g l'homomorphisme de conjugaison par q de P dans qP, leq
terme en q de l'egalite de la proposition correspond au produit tensorielÂ Â
sur P par le module associe a l'ensembleÂ Á
E s R = A r a, a9 g A = A N ay1a9 g B . 4 /q q q q q
= A = C r a, c N ay1c g B D = ??? . 4 /A q q q q Cq q
qq q y1 q
q= C = Pr c, p N c ? p g D = P = PrD P . .  . 4  / /C q q P gq q
Le produit des deux derniers termes est egal aÂ Á
C = Pr c, p N cy1 ?q p g D . . 4q q
D'autre part
B D s R l qU ? W ? W l qP ?qU s R l qU ? W ?qU .  .  .q q
s W ? R l qU ?qU s W ?qU .
et le produit des deux premiers termes est egal aÂ Á
R = C r a, c g A = C N ay1c g W ?qU . . 4q q q
Finalement, j'ai E s R = PrLX , en posantq q
LX s a, c g A = C N ay1c g W ?qU . 4q q q
) c, p g C = P N cy1 ?q p g D . . 4q q
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 . XAlors si r, p g L , j'aiq
q q y1 q q qr g A , p g C D s C , r ? p g W ? U ? D s W ? U. .  .q q q q q
Inversement, si ces conditions sont remplies, en posant c sq p, j'ai bien
r , c g A = C , ry1c g W ?qU, c, p g C = P , cy1 ?q p g D .  .q q q q
donc
LX s r , p g R l qP ? W = Rq l P ? U N ry1 ?q p g W ?qU 4 .  .  .q
de sorte que LX s L , ce qui prouve la proposition.q q
 .Alors si un G-module indecomposable N est a la fois P, U -injectif etÂ Á
 .R, W -injectif, il existe un P-module U-trivial M tel que N soit facteur
G, 1  . G, 1 G, 1  .direct de j M , et de j t N . Alors N est facteur direct deP , U R , W R , W
jG , 1 tG , 1 jG , 1 M .R , W R , W P , U
 .  .et la proposition appliquee a Q, V s G, 1 entraõne alors qu'il existeÂ Á Ã
x g G tel que N soit facteur direct de
x x xG , 1 P , U
x x x x x xj u t M .R l P .?W , R l U .?W x R l P .? U , W l P .? U
 x .  x . .et N est donc R l P ? W, R l U ? W -injectif, ce qui prouve le corol-
laire 1.
 .Dans ces conditions, si R, W est un F-vortex de N, alors comme
R lxP ? W , R lxU ? W F R , W .  .  . .
je dois avoir
R s R lxP ? W , W s R lxU ? W . .  .
Alors RrW est isomorphe a R lxPrW lxP, donc au quotient du sous-Á
groupe R x l PrR x l U de PrU par son sous-groupe normal W x l PrR x
 x xl U en effet, la seconde egalite ci-dessus entraõne que R l U : W lÂ Â Ã
.P . Ceci prouve le corollaire 2.
 .Alors si P, U est aussi un F-vortex de N, les groupes PrU et RrW
sont section l'un de l'autre. Ils sont donc isomorphes, et alors
W x l P s R x l U et R x l P ? U s P .
 .  x x .autrement dit, j'ai R, W } P, U , ce qui prouve le corollaire 3.
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 .PROPOSITION 6. Soit M un G-module indecomposable. Si P, U etÂ
 .Q, V sont deux F-¨ortex de M, si L est un P-module U-tri¨ ial F-source de
M, et N un Q-module V-tri¨ ial F-source de M, alors il existe x g G tel que
 .  x x .Q,V } P, U et
x
x xN s u L . .Q , V . ,  P , U .
 .  .En particulier, si P, U s Q, V , il existe un automorphisme u de PrU tel
que
N s Inf P u L . .Pr U U
G, 1  .En effet, dans ces conditions, le module M est facteur direct de j L ,P , U
G, 1  .et le module N est facteur direct de t M . Donc le module N estQ, V
G, 1 G, 1  .facteur direct de t j L . Il existe donc x g G tel que N soit facteurQ, V P , U
direct de
x x xQ , V P , U
x x x x x xj u t L .Q l P .?V , Q l U .?V x Q l P .? U , V l P .? U
ou j'ai pose u s u x x x x x x . Mais comme NÁ Â x Q l P .?V , Q l U .?V .., Q l P .? U, V l P .? U ..
 .est de F-vortex Q, V , je dois avoir
Q s Q lxP ? V et V s Q lxU ? V . .  .
Comme de plus les groupes QrV et PrU sont isomorphes, il en resulteÂ
 .  x x .  x .x xque Q, V } P, U et que N est facteur direct de u L , doncQ, V .,  P , U .
qu'il lui est isomorphe. D'ou la premiere assertion de la proposition. LaÁ Á
seconde est alors triviale.
 .Remarques et exemples. 1 Si F et F9 sont deux familles verifiant lesÂ
 .  .  .  .hypotheses a et b , alors F l F9 verifie aussi a et b . Comme laÁ Â
 .famille de tous les couples P, U , ou P est un sous-groupe de G et U unÁ
 .  .sous-groupe normal de P, verifie a et b , il y a une plus petite familleÂ
 .  .  .verifiant a et b contenant une famille donnee de couples P, U .Â Â
 .2 La theorie usuelle de vortex et source correspond au cas ou F estÂ Á
 .la famille des couples P, 1 , pour P sous-groupe de G.
 .  .3 Si F est la famille de tous les couples P, U possibles, et si A
 .est un corps de caracteristique p ) 0, alors un F-vortex P, U du AG-Â
module indecomposable M est constitue d'un vortex usuel P de M, et duÂ Â
plus grand sous-groupe U de P operant trivialement sur un P-module deÂ
source usuel de M.
 .  .  .  .  .4 Si F est une famille verifiant a et b , et si P, U et P, V sontÂ
 .dans F, alors P, U ? V est aussi dans F. Alors etant donne P tel qu'ilÂ Â
 .  .existe U avec P, U g F, il existe un sous-groupe normal r P de P tel
que
P , U g F « U : r P . .  .
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 .  .  .De meme, si P, U g F et Q, U g F, alors P l Q, U g F. Alors si UÃ
 .est un sous-groupe de G tel qu'il existe P avec P, U g F, il existe un
 .  .sous-groupe s U de N U tel queG
P , U g F « P = s U . .  .
 .5 Si G est un groupe algebrique reductif fini, alors la famille desÂ Â
 .couples P, U , ou P est un sous-groupe parabolique de G et U sonÁ
 .  .radical unipotent, verifie a et b . Cette situation a ete etudiee parÂ Á Â Â Â Â
 w x.Dipper et Du cf. DI-DU , d'un point de vue legerement different:Â Á Â
Dipper et Du definissent en effet le foncteur ResF , analogue duÂ P , U .
foncteur tG, 1 , a partir des points fixes de U, et non des points cofixes. IlÁP , U
semble que cela necessite alors une hypothese supplementaire sur laÁ Â Á Â
caracteristique du corps de base.Â
 .6 Si F est une famille de sous-groupes de G stable par intersection
 .  .et conjugaison, alors la famille F des couples P, 1 , pour P g F verifie aÂ
 .  .et b . Cette situation est plus agreable: en effet, deux couples P, 1 etÂ
 .Q, 1 sont lies si et seulement si ils sont egaux. La F-source d'un moduleÂ Â
 .de F-vortex P est alors determinee modulo conjugaison par N P .Â Â G
Par exemple, si G est le groupe symetrique S , la famille F peut etreÂ Ãn
celle des sous-groupes de Young, ce qui permet de definir le vortex deÂ
Young d'un S -module indecomposable.Ân
7. LE FONCTEUR DE BURNSIDE
Dans cette section, la categorie consideree sera la categorie C touteÂ Â Â Â
 .entiere. Je note b G l'anneau de Burnside de B, a coefficients dans A.Á Á
 .  .7.1. Un homomorphisme de b G dans End G
ÄSoit G un groupe fini, et X un G-ensemble. Je note X l'ensemble
X = G, sur lequel le groupe G = G agit par
g ? x , g ? g s g x , g gg . .  .1 2 1 1 2
ÄAlors X est un G-ensemble-G, libre a gauche et a droite. De plusÁ Á
 .  .LEMME 13. L'application de b G dans End G qui etend par A-lineariteÂ Â Â
Äl'application X ¬ X est un homomorphisme d'algebres.Á
Cela revient a dire que si X et Y sont des G-ensembles, alorsÁ
&Ä ÄX = Y s X = Y.G
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Pour etablir cet isomorphisme, il suffit de verifier que l'application deÂ Â&Ä ÄX = Y dans X = YG
x , g = y , h ¬ x , gy , gh .  .  .G
est bien definie, et compatible a l'action de G = G, et que l'application deÂ Á& Ä ÄX = Y dans X = Y definie parÂG
x , y , g ¬ x , 1 = y , g .  .  .G
est compatible a l'action de G = G, et inverse de la precedente.Á Â Â
 .  .Remarques. a Inversement, si E est un G-ensemble-G, je note d E
le G-ensemble ``diagonal'' E, i.e., l'ensemble E sur lequel G agit par
g ? e dans d E s gegy1 dans E . .  . .
Ä  .Alors le foncteur X ¬ X est adjoint a gauche du foncteur E ¬ d E , i.e.,Á
ÄHom X , E s Hom X , d E . .  .GyensyG Gyens
Ä .  .b Si X est le G-ensemble GrU, alors X s'identifie a G = GrD U ,Á
 .ou je note D U l'image diagonale de U dans G = G. En effet, si X est unÁ
 .G-ensemble quelconque, alors le stabilisateur dans G = G du point x, h
Ä  .de X est l'ensemble des couples g, g 9 tels que
g ? x , h ? g 9y1 s x , h . .  .
 h.  4C'est donc l'ensemble des couples g, g , pour g g G s x g G N gx s x ,x
1, h. Ä .ou encore D G . D'autre part l'ensemble des orbites de G = G sur Xx
s'identifie a l'ensemble des orbites de G sur X.Á
ÄAlors si X s GrU, le groupe G = G est transitif sur X, et le stabi-
Ä .lisateur d'un point est conjugue de D U . Donc X est isomorphe aÂ Á
 .G = GrD U .
LEMME 14. Soit K un sous-groupe du groupe G, et X un G-ensemble.
Alors
&
GÄX = G = KrD K s G = KrD K = Res X . .  . .  .  /G K K
Il suffit de prouver le lemme lorsque X s GrU. Dans ce cas
ÄX = G = KrD K s G = GrD U = G = KrD K .  .  . .  .  .G G
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et par la formule de Mackey
Ä  x , 1.X = G = KrD K s G = KrD U ) D K .  .  . . G
xgU_GrK
s G = Kr  x , 1.D K . x
xgU_GrK
en notant K le groupe U x l K.x
 x, 1.  .  .De plus G = Kr D K s G = KrD K etx x
G = KrD K s G = KrD K = K = KrD K .  .  . .  .x K x
&
s G = KrD K = KrK . . .  .K x
D'ou le lemme, puisqueÁ
ResG GrU s KrK .K x
xgU_GrK
L'interet des lemmes precedents apparait surtout lorsque A est un corpsÂ Â Â
 .de caracteristique 0. Dans ce cas, l'algebre b G est semi-simple. SesÂ Á
idempotents primitifs sont indexes par les classes de conjugaison deÂ
sous-groupes de G, et donnes par la formuleÂ
1
G < < x we s K x K , H GrKÄH < <N H .G K:H
x wou je note x K, H la caracteristique d'Euler]Poincare reduite de ``l'inter-Á Ä Â Â Â
x wvalle ouvert'' K, H .
Ces idempotents sont caracterises a une constante multiplicative presÂ Â Á Á
par le fait que pour tout G-ensemble X
G < H < Ge X s X e .H H
Cette caracterisation permet de montrer que si K est un sous-groupe deÂ
G, alors
ResG eG s e K xK H H
 .xgT H , KG
x .  .ou je note T H, K l'ensemble des x g G tels que H : K, et T H, KÁ G G
 .  .le quotient N H _ T H, K rK.G G
De memeÃ
< <N H .GG K GInd e s e .K H H< <N H .K
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En particulier, je vois que ResG eG s e K, et le lemme 14 devientK K K
& &
G Ke = G = KrD K s G = KrD K = e . 1 .  .  . .  .K G K K
D'autre part, si X est un G-ensemble-H, j'ai defini plus haut le H-ensem-Â
ble ``dual'' X* de X. Si Y est un H-ensemble-K , il est clair que
X = Y * s Y * = X*. .H H
 .L'egalite 1 donne alors par dualiteÂ Â Â
& &
G KK = GrD K * = e s e = K = GrD K * . 2 .  .  . .  .G K K K
Soit alors M un foncteur sur C , dans le cas ou A est un corps deÁ
 . caracteristique 0. L'egalite 1 montre que l'application a s M G =Â Â Â & & &
K K G ..  .  .  ..  .KrD K envoie le A-module e M K s M e M K dans e M G .K K K
 .   . .L'egalite 2 montre que l'application b s M K = GrD K * envoie leÂ Â& &
G K .  .  .A-module e M G dans e M K . En fait, le groupe N K agit sur ceK K G
 .module: si x g N K , et si g designe la conjugaison par x, alorsÂG x
& &
K KK = KrD K = e s e = K = KrD K .  . .  .g K K K K gx x
&
K N K .G  ..et l'image de b est contenue dans e M K ; en effetK
&
GK = KrD K = K = GrD K * = e .  . . .g K G Kx
&
Ks K = KrD K = e = K = GrD K * .  . . .g K K Kx
&
Ks e = K = KrD K = K = GrD K * .  . . .K K g Kx
&
Ks e = K = GrD K * = G = GrD G . .  . .  .K K G g x
 .  .De plus G = GrD G s G = GrD G . Doncg x
&
GK = KrD K = K = GrD K * = e .  . . .g K G Kx
&
Ks e = K = GrD K * . .K K
&
Gs K = GrD K * = e . . . G K
&
K N K .G  ..J'ai donc bien Im b : e M K .K
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Comme de plus
&
G = KrD K = K = GrD K * s G = GrD K s GrK .  .  . .  .K
il vient
& & & &
KG G G G< < < <G = GrD K = e s GrKe s GrK e s N K rK e . .  .  . /G K K K G K
&
G<  . <En d'autre termes, le produit a ? b est egal a N K rK Id e M G..Â Á G K
Inversement,
 .1, xxK = GrD K * = G = KrD K s K = KrD K l K . .  .  . .  . G
xgK_GrK
3 .
&
KPour calculer le produit par e de ces expressions, j'utilise le lemmeK
suivant:
LEMME 15. Soient G et H des groupes finis, soit X un G-ensemble-H, et Y
Ä .un H-ensemble. Alors l'ensemble X = Y s'identifie au produit X = Y, surH
 .lequel le couple g, h de G = H agit par
g ? x , y ? h s gxh, hy1 y . .  .
COROLLAIRE. Si K est un sous-groupe de G = H, alors
K K p K .2Ä < < < <X = Y s X Y . .H
Ä .En effet, le point x = y, h de X = Y est egal au point xh =ÂH H H
 y1 .h y, 1 . L'application
Ä y1x = y , h g X = Y ¬ xh , h y g X = Y .  .H H
fournit l'identification souhaitee, l'application inverse etant donnee parÂ Â Â
Äx , y g X = Y ¬ x = y , 1 g X = Y . .  .H H
 .  .Le point x, y de X = Y est alors invariant par g, h g K si
g ? x , y ? hy1 s gxhy1 , hy s x , y .  . .
ce qui prouve le corollaire.
 .Revenant a l'egalite 3 , je vois que siÁ Â Â
& .1, xx KZ s K = KrD K l K = e . .x K K
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< H <  .et si H est un sous-groupe de K = K, alors Z s 0 sauf si p K s K etx 2
 x .si H est contenu dans D K l K a conjugaison pres par K = K. DoncÁ Á
x  .  .Z s 0 si K / K, i.e., si x f N K . Et si x g N K , alors en notant gx G G x
l'homomorphisme de conjugaison par x de K dans K, je peux ecrireÂ
 .Z s K = KrD K , et finalement,x g x
&
KK = GrD K * = G = KrD K = e .  . .  .G K K
&
Ks K = KrD K = e . . g K Kx
 .xgN K rKG
de sorte que ba n'est autre que l'application de trace relative Tr NGK .r K.1&
K N K .G  ..Alors si a9 est la restriction de a a e M K , j'aiÁ K
& &< < < <K N K . Gba9 s N K rK Id , a9b s N K rK Id . .  .G ..  .G e M K G e M GK K
&
G  .En particulier, l'application b est un isomorphisme de e M G surK&
K N K .G  ..e M K .K
Comme les eG, pour K modulo G, sont deux a deux orthogonaux deÁK &
Gsomme l'identite, il en est de meme des e , etÂ Ã K
& &  .N KGG KM G s e M G s e M K . .  .  .[ [  /K K
K mod G K mod G
PROPOSITION 7. Si A est un corps de caracteristique 0, et si M est unÂ
 .foncteur de Fonct C , alors pour tout groupe fini GA
&  .N KGKM G s e M K . .  .[  /K
K mod G
&
K .  .Remarques. a Le module e M K est une sorte de ``residu en K '' duÂK
 .foncteur M: c'est l'ensemble des m de M K tels que
M H = KrD H * ? m s 0 . .
pour tout sous-groupe propre H de K. Cette notion de residu n'est pasÂ
tout a fait satisfaisante, car elle ne tient compte que des restrictions, etÁ
ignore les points cofixes.
 .b Le meme raisonnement que ci-dessus permet de montrer que lesÃ& & & &
G G K K N K .G .   . .algebres e End G e et e End K e sont isomorphes. Il suffitÁ K K K K&
Gdonc, pour decomposer e en somme d'idempotents primitifs, d'etudier lesÂ ÂK& &
K K .algebres e End K e , et leurs points fixes par l'action de G.Á K K
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7.2. Les sous-foncteurs du foncteur de Burnside en caracteristique 0Â
Je suppose ici que A s k est un corps de caracteristique 0. Je vaisÂ
etudier les sous-foncteurs du foncteur de Burnside.Â
7.2.1. Premier exemple
Je note tout d'abord que le foncteur L s'identifie au foncteur de1, k
Burnside: en effet, pour tout groupe fini G, j'ai
L G s Hom 1, G m k . .  .1, k End1.
 .  .Or Hom 1, G est le groupe de Grothendieck des G-ensembles- 1 , i.e., des
 .  .  .G ensembles, et End 1 est reduit a k. Donc L G s b G , et cetteÂ Á 1, k
identification est un isomorphisme de foncteurs.
Il en resulte que b a un unique sous-foncteur maximal J defini parÂ Â1, k
J G s X g b G N ;Y 1 -ensemble-G , Y = X s 0 . 4 .  .  .1, k G
 .Or si Y s 1 = Gr1 = U et X s G = 1rV = 1, alors en identifiant End 1
a k, j'aiÁ
< <Y = X s U _ GrV .G
 .  .  .La dimension du quotient S G s b G rJ G est donc le rang de la1, k 1, k
 .  .forme bilineaire sur b G qui au couple GrU, GrV associeÂ
 : < <GrU, GrV s U _ GrV . Il est alors facile de voir que:G
 .  .a Si X et Y sont dans b G , alors
 :  :X , Y s XY , GrG .G G
G  :En particulier, les e sont deux a deux orthogonaux pour la forme , .Á GH
 .b Comme de plus
1
G G G :  : < < x we , e s e , GrG s K x K , HÄG GH H H < <N H .G K:H
1
x ws x K , HÄ < <N H .G xgG  :x :K:H
il en resulte queÂ
f G .1G G :e , e sGH H < <N H .G
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 .  : en notant f G le nombre d'elements x de G tels que x s G nul si GÂ Â1
.  .n'est pas cyclique . La dimension de S G est donc le nombre de classes1, k
de conjugaison de sous-groupes cycliques de G.
 .Mais si je note R G l'anneau des representations rationnelles de G, jeÂQ
 .  .definis un objet de Fonct C en tensorisant R G par k. Il y a alors unÂ k Q
morphisme evident de b dans k m R , qui a un G-ensemble associe sonÂ ÁQ
caractere. L'image de ce morphisme admet S comme quotient, car SÁ 1, k 1, k
 .est l'unique quotient simple de b. Comme la dimension de k m R G estQ
precisement le nombre de classes de conjugaison de sous-groupe cycliquesÂ Â
de G, il en resulte laÂ
PROPOSITION 8. Le foncteur S est isomorphe a k m R , qui est doncÁ1, k Q
un foncteur simple.
7.2.2. Les constantes mG, N
Plus generalement, soit I un sous-foncteur de b. Alors:Â Â
 .  .  .a Pour tout groupe fini G, le module I G est un ideal de b G : j'aiÂ
Ädeja observe en effet que si X et Y sont des G-ensembles, alors Y = XÂ Á Â G
 .  .  .s'identifie a YX. Donc si X g I G , alors YX g I G pour tout Y de b G .Á
 .  .Comme b G est semi-simple, il existe une partie A G de l'ensemble des
 .  .sous-groupes de G telle que I G soit le sous-k-espace vectoriel de b G
G  .engendre par les e , pour H g A G .Â H
 .b Si H est un sous-groupe de G, je dois avoir
IndG I H : I G .  .H
et comme IndG e H est un multiple non-nul de eG, je dois avoirH K K
H : G, K g A H « K g A G . .  .
 .c De meme, je dois avoirÃ
ResG I G : I H .  .H
et comme
ResG eG s e HxH K K
 .xgT K , HG
j'ai l'implication
H : G, K g A G , x g G, K x : H « K x g A H . .  .
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 .  .  .d En particulier, si K g A G , alors K g A K . Inversement, si
 .  .K g A K , alors K g A G . En notant A l'ensemble des groupes finis K
 .pour lesquels K g A K , je vois que
 4A G s K : G N K g A . .
 .e Soit N un sous-groupe normal du groupe G, et U un sous-groupe
de G contenant N. Alors
Inf G eG r N s eGG r N Ur N X
XNsU
X mod G
Donc, j'ai l'implication
UrN g A, X : G, XN s U « X g A.
Autrement dit, puisque UrN est isomorphe a XrX l N,Á
M e X , XrM g A « X g A.
 .f Il reste a exprimer le fait que K doit etre stable par coinflation. OrÁ Ã
si N est un sous-groupe normal du groupe G, et si p designe la projectionÂ
de G sur GrN, il est facile de voir que si X est un G-ensemble, alors
 .  ..GrN = GrD G = X s'identifie a l'ensemble N _ X des orbites deÁp G
N sur X, considere comme GrN-ensemble. Je noterai encore X ¬ N _ XÂ Â
 .  ..  .  .l'application b GrN = GrD G de b G dans b GrN .p
 .  .Si Y g b GrN et X g b G , il est facile de voir que
N _ X ? Inf G Y s N _ X ? Y . .G r N
et en particulier si X s eG , il vientH
< H Nr N < G GY N _ e s N _ e ? Y .  .H H
et cela prouve qu'il existe une constante rationnelle mG telle queH , N
N _ eG s mG eG , N .H H , N HNr N
Ces constantes mG peuvent toutes etre deduites du cas ou H s G: enÃ Â ÁH , N
effet,
1
G G He s Ind eH H H< <N H rH .G
FONCTEURS D'ENSEMBLES A DOUBLE ACTIONÁ 701
 .et de plus, pour tout Y de b H
N _ IndG Y s IndG r N u N l H _ Y . .H HNr N
en notant u l'isomorphisme de HrH l N sur HNrN. Alors:
1
G G r N H Hr H l NN _ e s Ind u m e .H HNr N H , H l N Hr H l N< <N H rH .G
< <N HN rHN .G H G r Ns m eH , H l N HNr N< <N H rH .G
ce qui donne finalement
< <N HN rHN .GGm s mH , N H , H l N< <N H rH .G
ou j'ai pose m s mH .Á Â H , H l N H , H l N
Si N est un sous-groupe normal du groupe G, je note m le nombreG, N
rationnel tel que
N _ eG s m eG r N .G G , N G r N
 .  .  .Comme N _ GrU s GrN r UNrN , la traduction de cette definitionÂ
donne alors
1
< < x wX x X , G GrN r XNrN .  .Ä< <G X:G
1
< < x ws m Y x Y , G GrN r YrN .  .ÄG , N < <G N:Y:G
ce qui prouve le lemme suivant:
LEMME 16. Soit N un sous-groupe normal du groupe G, et Y un sous-
groupe de G contenant N. Alors
< < < <x w x wX x X , G s m Y x Y , GÄ Ä G , N
XNsY
et en particulier
1
< < x wm s X x X , G .ÄG , N < <G XNsG
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7.2.3. Les b-groupes
Ainsi, la famille A est telle que
 .a Si GrN g A, alors G g A.
 .b Si G g A et si m / 0, alors GrN g A.G, N
Les elements minimaux de A justifient alors la definition suivante:Â Â Â
Je dirai qu'un groupe fini G est un b-groupe si pour tout sous-groupe normal
N non-tri¨ ial de G, la constante m est nulle.G, N
Remarque. La constante m est toujours egale a 1, ce qui est bienÂ ÁG, 1
normal. Plus generalement, si N est un sous-groupe du sous-groupe deÂ Â
Frattini de G, alors m s 1: en effet dans ce cas, l'egalite XN s GÂ ÂG, N
entraõne que X s G. En particulier, un b-groupe a un sous-groupe deÃ
Frattini trivial.
Le lemme suivant etudie le cas ou j'ai deux sous-groupes normaux de G:Â Á
LEMME 17. Soit G un groupe fini, et N et M des sous-groupes normaux de
G. Alors:
1
< < x wm s Y x Y , G m .ÄG , N G r M , Y l N .Mr M< <G YNsYMsG
Remarque. L'enonce ci-dessus a un sens, car si YM s G, alorsÂ Â
 .Y l N M est un sous-groupe normal de G.
 .La demonstration de ce lemme utilise le fait que si je note K XMÂ x X , Gw
x wl'ensemble des complements dans X, G de XM, i.e., l'ensemble desÂ
sous-groupes U de G contenant X tels que UM s G et U l XM s X,
x w  .  w x.alors l'ensemble X, G yK XM est contractile cf. BO2 . Si i estx X , Gw
x w x w Yl'inclusion de cet ensemble dans X, G , et si Y g X, G , alors i est
x wcontractile si Y n'est pas un complement de XM, et egal a X, Y sinon. IlÂ Â Á
vient
x w x w x wx X , G s x X , Y x Y , GÄ Ä Ä
YMsG
Y=X
YlMsXlM
et cette egalite reste vraie meme dans le cas ou M est contenu dans X, ouÂ Â Ã Á
dans le cas ou XM s G, ces deux cas etant un peu douteux dans leÁ Â
x wraisonnement ci-dessus, puisqu'alors XM f X, G .
Je peux donc ecrireÂ
1
< < x w x wm s X x X , Y x Y , GÄ ÄG , N < <G X , Y
 .ou je somme sur les couples X, Y de sous-groupes de G tels queÁ
X : Y , XN s G, YM s G, Y l M s X l M .
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Ces conditions se resument aÂ Á
YN s YM s G, X Y l N s Y , X = Y l M . .
Alors, pour Y donne, la somme en X revient a sommer sur un sous-groupeÂ Á
 .R egal a XrY l M de YrY l M, tel queÂ Á
R ? Y l N Y l M r Y l M s YrY l M . .  .  .
Le somme en X est donc egale aÂ Á
< < < < x wY l M R x R , YrY l MÄ
R
< < < <s Y l M YrY l M m .Y r Y l M , Y l N .Y l M .rY l M .
Or le groupe YrY l M est isomorphe a GrM, et cet isomorphisme envoieÁ
 . .  .  .le sous-groupe Y l N Y l M r Y l M sur Y l N MrM. Finalement,
1
< < x wm s Y x Y , G m ,ÄG , N G r M , Y l N .Mr M< <G YNsYMsG
ce qui prouve le lemme.
 .En particulier, si N = M, et si YM s G, alors N s Y l N M et
1
< < x wm s Y x Y , G m s m mÄG , N G r M , Nr M G , M G r M , Nr M< <G YMsG
relation de transitivite qu'il est d'ailleurs immediat de deduire de laÂ Â Â
definition des constantes m . Elle montre que si M est un sous-groupeÂ G, N
normal maximal de G tel que m / 0, alors GrM est un b-groupe. ElleG M1
montre aussi qu'un groupe G est un b-groupe si et seulement si m s 0G, N
pour tout sous-groupe normal minimal non-trivial N de G.
Soient donc M et N deux sous-groupes normaux de G. Si GrM est un
b-groupe, l'egalite du lemme 17 devientÂ Â
1
< < x wm s Y x Y , G .ÄG , N < <G YNsYMsG
YlN:M
Alors si m / 0, il existe un sous-groupe Y de G tel que YN s YM s G,G, N
et Y l N : M. Alors le groupe GrM, isomorphe a YrY l M, est unÁ
quotient du groupe YrY l N, isomorphe a GrN. Donc si M9 est unÁ
sous-groupe normal maximal de G tel que m / 0, le quotient GrM9G, M 9
est un b-groupe, donc quotient de GrN. Et puisque m / 0, le groupeG, M 9
GrM est quotient de GrM9.
Alors si M0 est un autre sous-groupe normal maximal de G tel que
m / 0, les quotients GrM9 et GrM0 sont isomorphes. Je noteraiG, M 0
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 .b G ce quotient commun. Tout b-groupe quotient de G est quotient
 .de b G , et si N est un sous-groupe normal de G tel que m / 0,G, N
 .alors b G est quotient de GrN. D'ou:Á
 .PROPOSITION 9. Soit G un groupe fini. Il existe un unique quotient b G
de G tel que
 .1. Si H est un b-groupe quotient de G, alors H est quotient de b G .
 .2. Si N est un sous-groupe normal de G tel que m / 0, alors b GG, N
est quotient de GrN.
Remarques. En general, il existe plusieurs sous-groupes normaux M deÂ Â
 .G tels que GrM soit isomorphe a b G : le noyau d'une surjection de GÁ
 .dans b G n'est pas determine de maniere unique.Â Â Á
Soient N et M deux sous-groupes normaux de G, tels que les quotients
 .GrN et GrM soient isomorphes a b G . Alors:Á
1
< < x wm s Y x Y , GÄG , N < <G YNsYMsG
YlN:M
 .et je peux sommer sur le groupe Z s Y M l N . Il vient
1
< < x wm s Y x Y , GÄ G , N < <G ZMsZNsG  .Y MlN sZ
ZlNsMlN
ou encore par le lemme 16
mG , M l N
< < x wm s Z x Z, GÄG , N < <G ZMsZNsG
ZlNsMlN
et comme GrN et GrM sont isomorphes, les conditions
ZN s ZM s G, Z l N s M l N ,
entraõnent que Z l M s M l N. L'expression de m ci-dessus devientÃ G, N
alors symetrique en M et N, ce qui prouve que m s m . Je noteraiÂ G, N G, M
 .m G cette constante commune, qui est non-nulle d'apres les remarquesÁ
ci-dessus.
 .Il est possible de modifier un peu cette expression de m G : en effet,
dire que
ZN s ZM s G, Z l N s Z l M s M l N
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revient a dire que le groupe Z9 s ZrM l N est un complement communÁ Â
des sous-groupes normaux N9 s NrM l N et M9 s MrM l N dans le
x w x wgroupe G9 s GrM l N. L'intervalle Z, G s'identifie a Z9, G9 . Ce dernierÁ
x w Z9est lui meme isomorphe a 1, N9 par l'applicationÃ Á
Z9x w x wU g Z9, G9 ¬ U l N9 g 1, N9
dont l'application inverse est
Z9x w x wV g 1, N9 ¬ VZ9 g Z9, G9 .
 .Et comme N9 l M9 s 1 , les groupes N9 et M9 se centralisent, donc
Z9 Z9M 9 G9x w x w x w1, N9 s 1, N9 s 1, N9
x wGqui s'identifie aussi a M l N, N . Finalement,Á
m G s m s m . G , N G , M
< <m M l NG , M l N Gx ws x M l N , NÄ
< <G
K MrN l N l K NrM l N . .  .G r M l N G r M l N
Plus generalement, si M et N sont des sous-groupes normaux de G telsÂ Â
que GrM soit isomorphe a GrN, je vais montrer que m s m .Á G, M G, N
J'utiliserai le lemme suivant:
LEMME 18. Soit N un sous-groupe normal de groupe G. Les conditions
sui¨ antes sont equi¨ alentes:Â
1. La constante m est non-nulle.G, N
 .  .2. Le groupe b GrN est isomorphe a b G .Á
 .En effet, si m / 0, alors b G est quotient de GrN. C'est unG, N
 .  .b-groupe, il est donc quotient de b GrN . Mais b GrN est un b-groupe
 .  .  .quotient de GrN, donc de G, donc de b G . Donc b G et b GrN sont
isomorphes.
 .  .Inversement, si b G et b GrN sont isomorphes, soit MrN un
 .  .  .sous-groupe de GrN tel que GrN r MrN soit isomorphe a b GrN .Á
Alors
m s m m .G , M G , N G r N , Mr N
 .  .Mais comme GrM est isomorphe a b G , j'ai m s m G / 0. DeÁ G, M
 .  .  .meme, j'ai m s m GrN / 0, donc m s m G rm GrN /Ã G r N, Mr N G, N
0. D'ou le lemme.Á
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Alors si M et N sont des sous-groupes normaux de G tels que GrM
soit isomorphe a GrN, et si m s 0, le lemme 18 montre que commeÁ G, N
 .  .b GrM n'est pas isomorphe a b G , j'ai aussi m s 0. Et si m etÁ G, M G, N
 .  .m sont tous deux non-nuls, alors il sont egaux a m G rm GrN .Â ÁG, M
Donc:
COROLLAIRE. Si M et N sont des sous-groupes normaux de G tels que
GrM soit isomorphe a GrN, alors m s m .Á G, M G, N
7.3.4. Les sous-foncteurs de b
Considerant de nouveau l'ensemble A defini a partir de sous-foncteur IÂ Â Á
du foncteur de Burnside, je note B l'ensemble des elements de A quiÂ Â
n'ont aucun quotient propre dans A. Alors B est forme de b-groupes: enÂ
effet, si N eG g A, et si m / 0, alors GrN g A.G, N
De plus si un groupe G a un quotient dans B, alors G g A. Inverse-
ment, si G g A, et si H est un quotient minimal de G qui soit dans A,
alors H g B.
Donc A est l'ensemble des groupes qui ont un quotient dans B.
Inversement, si B est un ensemble de b-groupes, soit A l'ensemble desB
groupes ayant un quotient dans B. Je pose
 G :I G s e N H : G, H g A : b G . .  .B H B
Cette expression definit un sous-foncteur I de b: il est clair que I estÂ B B
stable par restriction et induction. Il est de meme stable par inflation, carÃ
tout groupe ayant un quotient dans A est dans A . Enfin, si H g A , siB B B
B g B est un quotient de H et si N e H est tel que m / 0, alors B estH , N
 .  .un b-groupe quotient de H. Donc B est quotient de b H , et b H g A .B
 .  .Mais comme m / 0, j'ai b H s b HrN , donc HrN a un quotientH , N
dans B, et HrN g A . Donc I est stable par coinflation, et c'est doncB B
un sous-foncteur de b.
Ainsi tout sous-foncteur de b est de la forme I , pour un ensemble BB
convenable de b-groupes. Soient alors I ; I deux sous-foncteurs de b,B B9
tels que le quotient I rI soit simple, isomorphe a S , pour un groupeÁB9 B H , V
 .  .  .H et un Ext H -module V. Alors le quotient I H rI H est isomor-B9 B
 .  .phe a V, et I K s I K pour tout groupe K d'ordre strictement plusÁ B9 B
< <petit que H .
En particulier, si K est un sous-groupe propre de H qui est dans A ,B9
 .  .alors K est dans A . Comme I H / I H , il s'ensuit que H g A yB B9 B B9
 .  .A . Alors, si H / b H , le groupe b H est dans A : en effet. l'idempo-B B
H  .  .tent e est dans I H , et si N e H est tel que HrN s b H , alorsH B9
b H .   ..   ..m / 0, donc e g I B H s I b H . Alors H a un quotientH , N b H . B9 B
dans A , donc H est dans A .B B
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 .Cela prouve donc que H s b H , donc que H est un b-groupe. De
 .  .plus, le quotient I H rI H est non-trivial, mais il est au plus engen-B9 B
H  .dre par e . Cet element est invariant par Ext H , ce qui prouve que V estÂ Â ÂH
le module trivial. Donc si S intervient dans b, alors H est un b-groupeH , V
et V est le module trivial.
Inversement, si H est un b-groupe, soit I un sous-foncteur propre duB
foncteur I . Alors si B g B, le groupe B est dans A , donc H est unH 4 H 4
quotient de B. Et comme I / I , le groupe H n'a aucun quotient dansB H 4
B. Alors B est contenu dans l'ensemble B des b-groupes qui admettentH
H comme quotient propre. Donc I est contenu dans I . Comme leB BH
groupe H n'a aucun quotient dans B , j'ai I / I , et I est l'uniqueH B H 4 BH H
sous-foncteur maximal de I .H 4
Le quotient I rI est alors simple, isomorphe a S , pour unÁH 4 B K , kH
b-groupe K convenable. Comme aucun sous-groupe de H n'admet H
 .  .comme quotient propre, j'ai I H s 0. D'autre part, le module I HB H 4HH  .est engendre par e . Donc S H est isomorphe a k. Et si L est unÂ ÁH K , k
< <  .  .groupe d'ordre strictement inferieur a H , alors I L s I L s 0,Â Á H 4 BH
 .donc S K s 0. Par definition de S , il en resulte que K s H, doncÂ ÂK , k K , k
que le foncteur S intervient dans b. D'ouÁH , k
 .PROPOSITION 10. Soit H un groupe et V un k Ext H -module simple. Le
foncteur S inter¨ ient dans le foncteur de Burnside si et seulement si H estH , V
un b-groupe et V s k.
 .Si G est un groupe et H est un b-groupe, alors S G est isomorpheH , k
 .  .au quotient I G rI G . Il a donc comme dimension sur k le nombreH 4 BH
de classes de conjugaison de sous-groupes K de G qui admettent H
comme quotient, mais qui n'ont aucun quotient dans B . Si K est un telH
 .groupe, alors H est quotient de b K , car c'est un b-groupe quotient de
 .  .K. Alors si b K / H, le groupe b K est dans B , et le groupe K a unH
 .quotient dans B . Donc b K s H. Inversement, si K est un groupe telH
 .que b K s H, et si L est un b-groupe quotient de K, alors L est
quotient de H, et H ne peut pas etre quotient propre de L. Donc:Ã
 .PROPOSITION 11. Soit G un groupe et H un b-groupe. Le module S GH , k
a pour dimension sur k le nombre de classes de conjugaison de sous-groupes K
 .de G tels que b K s H.
 .Remarque. Dire que b K s 1 revient a dire que m / 0, donc queÁ K , K
 .K est cyclique. La dimension de S G est donc bien le nombre de1, k
classes de conjugaison de sous-groupes cycliques de G.
Il reste a trouver la ``multiplicite'' de S comme ``facteur de composi-Á Â H , k
 .  .tion'' de b: si i est un idempotent de End H tel que End H i soit uneH H
 .enveloppe projective du k Ext H-module k etendu a End H , cette multi-Â Á
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 . plicite est par definition la dimension de Hom L , b cf.Â Â Fonct H , EndH . iH&
H.  .Lemme 2 , ou encore la dimension de i b H . Comme e agit par 0 sur kH K &
H  .si K est un sous-groupe propre de G, je peux supposer que i g e End HH H&
He . AlorsH
&
Hdim i b H F dim e b H . .  .k H k H
& &
H H H  .De plus e = HrU s 0 si U / H, et e = HrH s e cf. lemme 15 .H H H H H&
H  .Donc e b H est de dimension 1. Comme S intervient dans b, leH H , k
 .module i b H est non-nul. Il est donc de dimension 1.H
PROPOSITION 12. Si H est un b-groupe, le foncteur S inter¨ ient uneH , k
seule fois dans b.
Remarque. Le foncteur de Burnside admet une ``suite de composition, ''
au sens suivant: soient H , H , . . . , H , . . . les classes d'isomorphisme de1 2 n
b-groupes rangees dans un ordre tel queÂ
< < < <i - j « H F Hi j
 4et soit B s H , H , . . . . Alors B > B . De plus, le quotientn n nq1 n nq1
I rI est isomorphe a S , et l'intersection F I est nulle. ChaqueÁB B H , k n Bn nq1 n n
facteur S , pour H b-groupe, apparait exactement une fois commeH , k
quotient de cette suite.
7.2.5. Exemples de b-groupes
 .  .1 J'ai deja observe que b G est trivial si et seulement si G estÂ Á Â
cyclique. Ainsi, le seul groupe cyclique qui est un b-groupe est le groupe
trivial.
 .  .2 Si F G est le sous-groupe de Frattini de G, alors il est clair que
pour tout sous-groupe normal N de G
m s mG , N G , N F G.
  ..puisque XN s G « X NF G s G. En particulier, si G est un b-groupe,
 .  .alors F G s 1 . Donc si G est de plus un p-groupe, alors G est abelienÂ
elementaire.Â Â
 .3 Soit N un sous-groupe normal minimal d'un groupe G. Si N est
abelien, et si X est un sous-groupe propre de G tel que XN s G, alors XÂ
est un complement de N, et X est un sous-groupe maximal de G: en effet,Â
si X : Y, alors Y l N est un sous-groupe normal de G car il est
.normalise par Y et N qui est abelien, donc par YN s G . Donc ou bienÂ Â
 .Y l N s N et Y s G, ou bien Y l N s 1 , et Y s X est un complementÂ
de N.
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 .Cette remarque permet de calculer m : en notant K N l'ensembleG, N G
des complements dans G de N, j'aiÂ
< <K N .G
m s 1 y .G , N < <N
 .  .  .  .4 Il resulte des points 1 , 2 , et 3 que si G est un p-groupeÂ
 .2non-trivial qui est aussi un b-groupe, alors G est isomorphe a ZrpZ .Á
 .5 Le cas des b-groupes nilpotents sera regle par les points prece-Â Â Â Â
dents si je sais ce qui se passe pour un produit direct de groupes d'or-
.dres premiers entre eux . Il est commode pour cela de generaliser lesÂ Â
calculs relatifs aux constantes m .G, N
 .Soit X une suite de variables indexee par les classes de groupes finisÂS
 .simples S. Si G est un groupe fini, je note ¨ G la multiplicite de SÂS
comme facteur de composition de G, et je pose
P G s X ¨SG. .  S
S
w .xconsidere comme un polynome de Z X . Je poseÂ Â Ã S
Ä x wP G s P H x H , G . .  . Ä
H:G
 .La propriete ``generique'' de l'application G ¬ P G est que si N est unÂ Â Â Â
sous-groupe normal de G, alors
P G s P N P GrN . .  .  .
De meme:Ã
LEMME 19. Soit N un sous-groupe normal du groupe G. Je pose
x wQ s P Y l N x Y , G . . ÄG , N
YNsG
Alors si R est un sous-groupe de G contenant N
x w x wP H x H , G s Q P RrN x RrN, GrN .  .Ä Ä G , N
HNsR
et en particulier
Ä ÄP G s P GrN Q . .  . G , N
La demonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme 17: je saisÂ Á
que
x w x w x wx H , G s x H , Y x Y , G .Ä Ä Ä
YNsG
Y=H
YlNsHlN
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 .  .  .  .Mais si HN s R, j'ai P H P N s P R P H l N , ou encore
P H s P RrN P H l N . .  .  .
x wDe plus, si YN s G et Y l N s H l N, alors H, Y est isomorphe aÁ
x w x wHN,G , donc a RrN, GrN si HN s R. D'ou la premiere egalite.Á Á Á Â Â
Ä .Alors dans la somme definissant P G , je regroupe les termes HÂ
correspondant a un groupe HN s R donne. Il vientÁ Â
Ä x wP G s P H x H , G .  . Ä 
N:R:G HNsR
et la premiere egalite prouve alors le lemme.Á Â Â
La demonstration du lemme 17, transcrite mot pour mot ici, donne leÂ
LEMME 20. Soient M et N des sous-groupes normaux du groupe G. Alors
x wQ s P Y l N l M x Y , G Q . . ÄG , N G r M , Y l N .Mr M
YNsYMsG
En particulier, si G est le produit direct M = N, alors dire que YN s
YM s G revient a dire que la premiere projection de Y est egale a M et saÁ Á Â Á
seconde projection a N. Dans ces conditions:Á
 .LEMME 21. Si Y est un sous-groupe de M = N tel que p Y s M et1
 . x w x .  .w qY .p Y s M, alors Y, M = N s'identifie a 1 , q Y , ensemble desÁ2
 .sous-groupes normaux propres non-tri¨ iaux de q Y .
 .  . En effet, soit s resp. t une surjection de M dans q Y resp. de N dans
 ..q Y , telle que
Y s m , n g M = N N s m s t n . 4 .  .  .
 .   ..Si Z est un sous-groupe de M = N contenant Y, alors f Z s s k Z est1
 .un sous-groupe normal de q Y . Inversement, si P est un sous-groupe
 .normal de q Y , alors
y1g P s m , n g M = N N s m t n g P .  .  .  . 4
est un sous-groupe de M = N contenant Y. Il est facile de voir que f et g
sont des bijections inverses l'une de l'autre, ce qui prouve le lemme.
Dans le cas ou G s M = N, le lemme 20 s'ecritÁ Â
 .q Yx wQ s x 1 , q Y Q .  .ÄM= N , N N , k Y .2
 .  .p Y sM , p Y sN1 2
Ä Ä .  .  .  .ou encore puisque Q s P G rP GrN , et puisque Nrk Y s q Y .G, N 2
FONCTEURS D'ENSEMBLES A DOUBLE ACTIONÁ 711
LEMME 22. Soient M et N des groupes finis. Alors
 .q Yx wx 1 , q Y .  .ÄÄ Ä ÄP M = N s P M P N . .  .  .  ÄP q Y . . .  .p Y sM , p Y sN1 2
En particulier, si M et N n'ont aucun quotient commun non-tri¨ ial, alors
Ä Ä ÄP M = N s P M P N . .  .  .
Ä .   ..Remarques. a Il n'y a pas de probleme a diviser par P q Y : en effet,Á Á
Ä .si G est un groupe, alors P G / 0, car le terme de plus haut degre deÂ
Ä .  .P G est egal a P G , donc non-nul.Â Á
 .b L'ensemble des sous-groupes normaux propres non-triviaux d'un
groupe G est contractile, sauf si G est produit direct de ses sous-groupes
normaux minimaux, i.e., produit direct de groupes simples dans le cas
contraire, le groupe G admet en effet un sous-groupe normal propre
.non-trivial n'ayant aucun complement normal dans G . En notant G leÂ s
plus grand quotient semi-simple de G, le lemme 22 montre en fait que
Ä Ä ÄP M = N P M P N .  .  .
s .Ä Ä ÄP M = N P M P N .  .  .s s s s
D'autre part, si S est un groupe simple, et k un entier positif, en posant
M s Sky1 et N s S, le lemme 22 permet de calculer
s Sky1 , S .
k ky1Ä Ä ÄP S s P S P S 1 y .  .  .  /ÄP S .
ce qui donne
ky1
k iÄ ÄP S s P S y s S , S .  .  . .
is0
 ky1 . ky1en notant s S , S le nombre de surjections de S dans S, egal aÂ Á
ky1  . <  . <p y 1 si S s ZrpZ, et a k y 1 Aut S si S est non-abelien. L'ensem-Á Â
Ä .ble de ces formules permet donc le calcul de P M = N en fonction de
Ä Ä .  .P M , de P N et des groupes M et N .s s
PROPOSITION 13. Soient M et N des groupes n'ayant aucun quotient
 .  .  .  .commun non-tri¨ ial. Alors b M = N s b M = b N , et m M = N s
 .  .m M m N .
 .En effet, soit A un sous-groupe normal de M tel que MrA s b M , et
 .B un sous-groupe normal de N tel que NrB s b N . Je peux ecrireÂ
Ä Ä ÄP M = N s P M P N .  .  .
et
Ä Ä ÄP M = Nr A = B s P MrA P NrB . .  .  . .
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En faisant le quotient de ces deux egalites, il vientÂ Â
Q s Q Q . 1 .M= N , A=B M , A N , B
De plus la definition de Q donneÂ M , A
x wQ s P H l A x H , M . . ÄM , A
HAsM
 .  .  .  .En multipliant cette egalite par P M , comme P H P A s P M =Â Â
 .P H l A si HA s M, il vient
x wP M Q s P A P H x H , G . .  .  . ÄM , A
HAsM
Ä .  .Je noterai p resp. q, p l'evaluation du polynome P resp. Q, P obtenueÄ Â Ã
< <en remplacËant pour tout groupe simple S la variable X par S . AlorsS
 . < <p G s G , et l'evaluation de l'egalite ci-dessus donneÂ Â Â
< < < < < <M q s A M mM , A M , A
< <par definition de m . Donc q s A m , et l'evaluation de l'egaliteÂ Â Â ÂM , A M , A M , A
 .1 donne
< < < < < < < <A B m s A m B mM= N , A=B M , A N , B
soit
m s m m s m M m N . 2 .  .  .M= N , A=B M , A N , B
 .  .Donc m / 0, et b M =N est un quotient de M = Nr A = B sM= N , A=B
 .  .b M = b N .
 .  .Mais b M et b N sont des b-groupes quotient de M = N, donc de
 .  .  .  .b M = N . Si s resp. t est une surjection de b M = N dans b M
  ..  .resp. dans b N , et si Y est l'image de b M = N par s = t dans
 .  .  .  .  .  .  .b M = b N , alors p Y s b M , et p Y s b N . Comme b M et1 2
 .  .  .b N n'ont aucun quotient commun, il en resulte que q Y s 1 , doncÂ
 .  .  .  . que Y s b M = b N . Alors b M = b N est un quotient de b M =
.N , et ces groupes sont donc isomorphes. La seconde assertion de la
 .proposition resulte alors de l'egalite 2 .Â Â Â
COROLLAIRE. Si M et N sont des b-groupes n'ayant aucun quotient
commun non-tri¨ ial, alors M = N est un b-groupe.
 .  .C'est le cas M s b M et N s b N de la proposition.
Alors soit G un groupe nilpotent. Le groupe G est produit direct de ses
p-Sylows. Soit I l'ensemble des nombres premiers p pour lesquels le
 .  .  .p-Sylow S de G n'est pas cyclique. Il resulte du point 4 que b S s 1Âp p
 .  .2  .si p f I, et que b S s ZrpZ sinon. Alors b G est le produit directp
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 .2des groupes ZrpZ pour p g I. En notant n le produit des elementsÂ Â
de I, j'ai donc
2
b G s ZrnZ .  .
et n est un entier sans facteur carre. Donc si G est un b-groupe nilpotent,Â
alors il existe un entier n sans facteur carre tel que G soit isomorphe aÂ Á
 .2ZrnZ . Inversement, un tel groupe est le produit pour p divisant n des
 .2groupes ZrpZ , qui sont des b-groupes sans quotient commun non-
trivial. Alors G est un b-groupe, ce qui prouve la proposition suivante:
PROPOSITION 14. Les conditions sui¨ antes sont equi¨ alentes:Â
1. Le groupe G est un b-groupe nilpotent.
2. Il existe un entier n sans facteur carre tel que G soit isomorphe aÂ Á
 .2ZrnZ .
 .6 Si S est un groupe simple non-abelien, alors S est evidemment unÂ Â
Ä k k .b-groupe. Le calcul de P S effectue ci-dessus permet de montrer que SÂ
est un b-groupe si et seulement si k s 0 ou k s 1. Donc si G est un
b-groupe semi-simple, alors G est le produit direct d'un b-groupe nilpotent
 .voir ci-dessus et d'un produit de groupes simples non-abeliens deux aÂ Á
deux non isomorphes. Inversement, de tels groupes sont des b-groupes.
 .7 Les groupes symetriques S , pour n / 2, sont des b-groupes: enÂ n
effet, le seul quotient propre non-trivial de S , pour n s 3 ou n G 5 estn
 .Zr2Z, qui n'est pas un b-groupe. Or b S n'est pas trivial car S n'est pasn n
cyclique. Le cas n s 4 se traite en montrant de plus que si N est le
sous-groupe normal d'ordre 4 de S , alors m s 0: en effet, N est un4 S , N4
< <sous-groupe normal minimal de S , et N a 4 s N complements dans SÂ4 4
  ..cf. point 3 .
 .8 Plus generalement, un groupe resoluble G est un b-groupe si etÂ Â Â
< <seulement si tout sous-groupe normal minimal N de G a exactement N
complements dans G. Si N est non-central, cela revient a dire que NÂ Á
admet des complements dans G, tous conjugues. Et si N est central,Â Â
d'ordre premier p, cela revient a dire que G s N = H, ou H est unÁ Á
w xgroupe tel que le p-Sylow de Hr H, H soit cyclique et non-trivial.
8. EXEMPLES DE FONCTEURS SIMPLES
L'exemple des foncteurs S lorsque H est un b-groupe et k un corpsH , k
de caracteristique 0 montre que les foncteurs simples ont une structureÂ
assez complexe: que-dire en effet du nombre de classes de conjugaison de
 .sous-groupes K d'un groupe G pour lesquels b K s H? Que dire de
S lorsque H n'est pas un b-groupe, ou lorsque k est un corps deÁH , k
caracteristique p ) 0?Â
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Tout d'abord une remarque, valable dans le cas general: j'ai vu que siÂ Â
 .S est un objet simple de Fonct C , et si Y est un objet de C , alorsX , V A
S Y s Hom X , Y .  .X , V
m V f m ¨ ;c g Hom Y , X , cf ¨ s 0 . .  . End X . i i i i 5
i i
 4  .Mais si ¨ g V y 0 , comme V est un End X -module simple, alors
 .  .  .V s End X ¨ . Alors l'application de Hom X, Y dans S Y qui a fÁX , V
associe l'image de f m ¨ est surjective. Son noyau est l'ensemble des f
 .tels que pour tout c g Hom Y, X , le produit cf annule ¨ . Donc, j'ai
aussi
S Y s Hom X , Y r f N ;c g Hom Y , X , cf ¨ s 0 4 .  .  .  .X , V
formule un peu plus simple, mais moins canonique.
8.1. Le cas des foncteurs de Mackey globaux
C'est le cas ou les foncteurs simples sont vraiment simples. Ici, l'anneauÁ
A est un corps k quelconque, et la categorie consideree est la categorieÂ Â Â Â
D s C , lorsque P et Q sont reduites au groupe trivial. Les objets de DÂP , Q
sont donc les groupes finis, et si H et G sont deux groupes finis, alors
 .Hom H, G est le produit tensoriel par k du groupe de GrothendieckD
des G-ensembles-H qui sont libres a gauche et a droite.Á Á
 .Alors un objet de Fonct D n'est autre que ce que Webb appelait unk
 w x.foncteur de Mackey global cf. WE1 : il ne tient compte que de l'induc-
tion, la restriction, et du transport par isomorphisme.
 .Soit H un groupe fini, et V un k Ext H -module simple. Je vais
montrer comment l'expression ci-dessus permet de retrouver celle donneeÂ
w xpar Webb dans WE1 .
Si G est un groupe fini, j'ai
S G s Hom H , G r f N ;c g Hom G, H , cf ¨ s 0 . 4 .  .  .  .H , V
D'autre part, le module V est annule par tous les H-ensembles-H quiÂ
factorisent par un groupe d'ordre strictement inferieur a celui de H. AlorsÂ Á
 .  .  .  .si f s G = HrL g Hom H, G , je dois avoir k L s k L s 1 si fD 1 2
 .est libre a gauche et a droite. Et si l'image f de f dans S G estÁ Á H , V
non-nulle, alors f ne factorise pas par un groupe d'ordre strictement plus
 .petit que celui de H, ce qui impose q L s H. Alors il existe un mor-
 .phisme injectif f de H dans K tel que L s D H .f
 .  .Soit alors l s  l G = HrD H un element de Hom H, G . L'imageÂ Âf f f
 .  .de l dans S G est nulle si et seulement si pour tout c g Hom H, GH , V
l c = G = HrD H ? ¨ s 0 Z . .  . .  .f G f c
f
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 .Il suffit de considerer les conditions Z lorsque c est de la formeÂ c
H = GrM, et ne factorise pas par un groupe d'ordre strictement plus petit
 .que celui de H, donc lorsque M est de la forme D H *, pour uneg
injection g de H dans G.
 .Par la formule de Mackey, la condition Z s'ecrit alorsÂc
l H = Hr h , g h ) z , 1. f h , h ? ¨ s 0 4  4 .  . .  . f
f
 .  .zgg H _Grf H
ou encore
l H=Hr gy1 c ,fy1 c z N cgg H l z f H ?¨ s0. .  .  .  . 4 . f
f
 .  .zgg H _Grf H
Les seuls termes non-nuls de cette somme sont ceux pour lesquels
 . z  .g H s f H , car les autres H-ensembles-H qui y figurent annulent V.
 .Les conditions Z se decomposent donc en une serie de conditions inde-Â Â Âc
 .pendantes suivant la classe de conjugaison dans G de g H .
 . z  .  .De plus si g H s f H , le groupe D H est conjugue dans G = HÂf
 .  .d'un groupe D H , ou f 9 est un isomorphisme de H sur g H , donc de laÁf 9
forme f 9 s gu , ou u est un automorphisme de H. Finalement, les condi-Á
 .tions Z se resument aÂ Ác
l H = Hr gy1 c , uy1 gy1 c z N c g g H ? ¨ s 0. .  .  . 4 . gu
  ..  .zgN g H rg HG
  ..  .Or si z g N g H , soit g l'automorphisme de H defini par g H sÂG z z
y1 z  ..g g h . L'equation ci-dessus s'ecrit encoreÂ Â
l H = Hr g h , uy1 h N h g H ? ¨ s 0. .  . 4 . gu z
  ..  .zgN g H rg HG
Or
H = Hr g h , uy1 h N h g H .  . 4 .z
s H = HrD H = H = HrD H .  . . .g H uz
 .et H = HrD H ? ¨ s u ? ¨ . La condition s'ecrit doncÂu
Tr NG g H ..r g H . l u ? ¨ s 01. gu /
u
  ..  .ou je fais agir z g N g H rg H sur V par l'automorphisme g .Á G z
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 .  NGK .r K  ..GAlors l'application de Hom H, G dans W s Tr V , ouÁ[K 1
la somme porte sur les sous-groupes de G isomorphes a H, qui envoieÁ
 . NG f H ..r f H . .G = HrD H sur Tr ¨ passe au quotient et induit un iso-f 1.
 .morphisme entre S G et W. D'ouÁH , V
 .PROPOSITION 15. Si D s C , si H est un groupe, et V un k Ext H1., 1.
module simple, alors
S G s Tr NGK .r K V .  .[H , V 1.
w xK
la somme portant sur les classes de conjugaison de sous-groupes de G
isomorphes a H.Á
8.2. Les foncteurs SH , k
Ici, je considere la categorie C toute entiere, et je suppose que l'anneauÁ Â Á
 .A est un corps k. Si H est un groupe fini, si k est le k Ext H module
 .trivial, et si G est un groupe fini, alors S G est donne commeÂH , k
precedemment parÂ Â
S H s Hom H , G r f N ;c g Hom G, H , cf ? 1 s 0 . 4 .  .  .H , k C
 .La dimension de S G est donc le rang sur k de la forme bilineaire surÂH , k
 .Hom H, G qui a f et g associeÁ
 :f , g s g* ? f ? 1 g k .G
Si f s G = HrL factorise par un groupe H d'ordre strictement plus petit
que l'ordre de H, alors f est dans le noyau de cette forme. Il reste donc aÁ
 .considerer les sous-groupes L de la forme D K *, ou K est un sous-groupeÂ Ás
de G et s une surjection de K dans H. Si t est une autre surjection de K
dans H, telle que Ker s s Ker t, alors il existe un automorphisme u de H
tel que t s u s, et
G = HrD K * s G = H rD K * = H = HrD H * .  .  .  ..  .t s H u
 .de sorte que pour tout f g Hom H, G
 :  :f , G = HrD K * s f , G = HrD K * .  .G Gt s
et la differenceÂ
G = HrD K * y G = HrD K * .  .t s
 :est dans le noyau de , .G
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D'autre part, si L est un sous-groupe de G et t une surjection de L
dans H, alors
H = GrD K = G = HrD L * .  . .  .s G t
s H = Hr s g , t g x N g g K lx L . 4 .  . .
xgK_GrL
 .Les termes de cette somme qui n'annulent pas le k Ext H -module k sont
  .  x.. x 4ceux pour lesquel le groupe s g , t g N g g K l L est de la forme
 .D H , pour un automorphisme u convenable de H. L'existence de uu
equivaut aux conditions suivantes:Â
s K lxL s t K x l L s H , Ker s lxL s K lx Ker t .  .
 .  x x .ou encore K, Ker s } L, Ker t . Alors
 :G = HrD L *, G = HrD K * .  . Gt s
x xs x g K _ GrL N K , Ker s } L, Ker t . 4 .  .
 .Alors, soit b G l'espace ayant pour base les classes de conjugaison parH
 .G de couples K, N tels que KrN soit isomorphe a H. La dimension deÁ
 .  .S G est le rang de la forme bilineaire sur b G a valeurs dans kÂ ÁH , k H
definie parÂ
x x :K , N , L, M s x g K _ GrL N K , N } L, M . 4 .  .  .  .G
 .  .Dans le cas ou H s 1 , l'espace b G s'identifie a l'anneau de BurnsideÁ ÁH
de G, et la forme ci-dessus est la meme que celle utilisee plus haut,Ã Â
 .  .puisque deux couples K, K et H, H sont toujours lies.Â
 .PROPOSITION 16. Soient H et G des groupes finis. Soit b G l'espaceH
¨ectoriel sur k ayant pour base les classes de conjugaison par G de couples
 .  .K,N tels que KrN soit isomorphe a H. Alors la dimension de S G estÁ H , k
 .le rang de la forme bilineaire sur b G a ¨aleurs dans k definie parÂ Á ÂH
x x :K , N , L, M s x g K _ GrL N K , N } L, M . 4 .  .  .  .G
COROLLAIRE. Si H est un b-groupe, et k de caracteristique 0, ce rang est leÂ
 .nombre de classes de conjugaison de sous-groupes K de G tels que b K s H.
8.3. Certains foncteurs simples en caracteristique 0Â
Je supposerai ici egalement que la categorie consideree est la categorieÂ Â Â Â Â
C toute entiere, et de plus que l'anneau A est un corps k de caracteris-Á Â
tique 0.
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Dans ces conditions, une premiere decomposition d'un objet M deÁ Â
 .Fonct C est donnee par la proposition 7, qui permet de se ramener aÂ Ák &
G  .l'etude des modules e M G . Dans le cas ou M est un foncteur simpleÂ ÁG
 .S , si H est un groupe fini et V un K Ext H module simple, je peuxH , V
ecrireÂ
& & &
G G Ge S G s e Hom H , G re Hom H , G l J G .  .  .  .G H , V G G H , ¨
ou j'ai pose, pour un vecteur ¨ non-nul de VÁ Â
J G s f g Hom H , G N ;c g Hom G, H , cf ¨ s 0 . 4 .  .  .  .H , ¨
 .Or J G contient tous les f qui factorisent par un groupe d'ordreH , ¨ &
G  .strictement plus petit que celui de H. Le module e S G est doncG H , V&
G   . .engendre par l'image des elements e = G = HrD G * , ou G est unÂ Â Â ÁG G s 1 1
sous-groupe de G et s une surjection de G dans H. Or un tel element estÂ Â1
 .nul si G / G cf. lemme 15 . Donc:1
PROPOSITION 17. Si H n'est pas un quotient de G, alors
&
Ge S G s 0. .G H , V
Si s est une surjection de G dans H, je pose
&
GY s e = G = HrD G * . . .s G G s
&
G  .  .Alors l'element  l Y de e Hom H, G est dans J G si et seulementÂ Â s s s G H , ¨
 .si pour tout c g Hom G, H
l c Y ¨ s 0. Z .  . s s c
s
 .La condition Z est vide si c factorise par un groupe d'ordre strictementc
plus petit que celui de H, et je me ramene au cas ou c est de la formeÁ Á
 .H = GrD G , pour un sous-groupe G de G et une surjection t de Gt 1 1 1
dans H. Mais comme
H = HrD G = Y . .t 1 G s
&
Gs H = GrD G = e = G = HrD G * .  . .  .t 1 G G G s
 .est nul si G / G, les conditions Z sont equivalentes a l'ensemble desÂ Á1 c &
G .Uconditions Z , ou t decrit les surjections de G dans H. Or e estÁ ÂY Gt
combinaison lineaire d'elements de la forme G = GrX, pour X sous-Â Â Â
groupe de G, et
H = GrD G = G = GrX = G = HrD G * .  .  . .  .t G G s
s H = Hr t x , s x N x g X . 4 .  . .
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  .  .. 4De plus H = Hr t x , s x N x g X annule ¨ g V sauf s'il existe un
automorphisme u de H tel que
t x , s x N x g X s D H 4 .  .  . . u
ce qui equivaut aux conditions suivantesÂ
X Ker t s X Ker s s G, X l Ker t s X l Ker s 1 .
 .ULa condition Z peut donc aussi s'ecrireÂYt
< < x wl X x X , G H = Hr t x , s x N x g X ? ¨ s 0 4 .  . .Ä s
s, X
ou la somme en X porte sur les sous-groupes de G verifiant les condi-Á Â
 .tions 1 . Ces conditions sont invariantes par remplacement de X par
 .   .  .. 4X Ker t l Ker s , ainsi que le sous-groupe t x , s x N x g X de H = H,
 .et je peux regrouper les termes en X pour lesquels X Ker t l Ker s
est un sous-groupe U donne de G, tel queÂ
U Ker t s U Ker s s G, U l Ker t s U l Ker s s Ker t l Ker s.
2 .
 .UFinalement, la condition Z devientYt
< < x wm l U x U, G H = Hr t x , s x N x g U ? ¨ s 0 4 .  . .Ä G , Ker t l Ker s s
s, U
ou la somme en U porte sur les sous-groupes de G verifiant les conditionsÁ Â
 . < < < < < < < < < < < <2 . Alors U s G Ker t l Ker s rKer s s H Ker t l Ker s . De plus
x w x wUU, g s'identifie a Ker t l Ker t, Ker t , donc aussi aÁ Á
U Ker s G Hx w x w x wKer t l Ker s, Ker t s Ker t l Ker s, Ker t s 1 , s Ker t .  .
w xpuisque Ker t, Ker s : Ker t l Ker s : U.
 .Un sous-groupe U verifiant les conditions 2 donne un automorphismeÂ
 .  . .u de H tel que D H : t = s G , ou je note t = s l'application g ¬Áu
  .  ..t g , s g de G dans H = H. Inversement, si un tel automorphisme u est
donne, et si je poseÂ
U s x g G N t x , s x g D H 4 .  .  . . u
 .j'obtiens un sous-groupe U de G verifiant les conditions 2 . Cette corres-Â
 .Upondance est bijective, et la condition Z devientYt
H< < x wl m Ker t = s x 1 , s Ker t u ? ¨ s 0. C .  .  .  .Ä s G , Ker t=s. t
s u
 . .D : t=s Gu
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Si u et u 9 sont deux automorphismes de H tels que
D H : t = s G , D H : t = s G .  .  .  .  .  .u u 9
 .alors, pour tout h g H, si x resp. x9 est un element de G tel queÂ Â
 .  .  .   .  .  .. y1s x s h et u h s t x resp. s x9 s h et u h s t x9 , j'ai x9x g
 .  .y1  .Ker s, et u 9 h u h g t Ker s , donc
uy1u 9 h hy1 g uy1 t Ker s s s Ker t .  .  .  . .
 .et u 9 peut s'ecrire u 9 s ua , ou a est dans le sous-groupe Aut HÂ Á sKer t .
 .des automorphismes de H qui stabilisent le sous-groupe normal s Ker t
 .de H et induisent un automorphisme trivial sur le quotient Hrs Ker t .
 .  . .  .Inversement, si D H : t = s G , et si a g Aut H , alorsu sKer t .
 .  . .D H : t = s G . Les automorphismes u intervenant dans le terme enua
s de la condition C forment donc une seule classe a gauche moduloÁt
 .Aut H .sKer t .
 .  .Remarques. 1 La condition C ne depend en fait que de Ker t: enÂt
 .effet, si a est un automorphisme de H, alors la condition C s'obtienta t
 .en multipliant la condition C a gauche par a .Át
 .  .2 Si la condition C est non-vide, alors il existe une surjection s det
G dans H et un automorphisme f de H tels que
Hx wm / 0, x 1 , s Ker t / 0, D H : s = t G . .  .  .  .  .ÄG , Ker s=t . f
 .  .Dans ces conditions, le groupe 1 = s Ker t admet pour complement leÂ
 .  . .groupe D H dans s = t G . En notant N le sous-groupe normalf
 .  . .s Ker t de H, il en resulte que s = t G est isomorphe au produitÂ
x .  .w Hsemi-direct N i H. Comme de plus x 1 , s Ker t / 0, le groupe N estÄ
produit direct de sous-groupes distingues minimaux de H. Enfin, commeÂ
 .  . ..m / 0, j'ai b G s b s = t G . La proposition 17 peut doncG, Ker s=t .
etre precisee:Ã Â Â
&
G  .PROPOSITION 18. Si e S G / 0, alors il existe un sous-groupe normalG H , V
N de H, produit direct de sous-groupes normaux minimaux, tel que le groupe
 .  .N i H soit un quotient de G et que b G s b N i H .
 .3 Si H est un b-groupe, ce dernier resultat se simplifie encore: enÂ
effet, si N et M sont deux sous-groupes normaux de G tels que les
quotients GrN et GrM soient isomorphes a H, je sais par le lemme 16Á
que
1
< < x wm s Y x Y , GÄG , N < <G YNsYMsG
YlNsYlM
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et j'ai deja calcule cette expression avant le lemme 18, sous la formeÂ Á Â
< <m M l NG , M l N Gx wm s x M l N , NÄG , N < <G
< <= K MrM l N l K NrM l N . .  .G r M l N G r M l N
Alors, si s et t sont des surjections de G dans H, si M s Ker s et
N s Ker t, il est facile de voir que les complements communs de MrM l NÂ
et NrM l N dans GrM l N sont en bijection avec les automorphismes
 .  . .f de H tels que D H : s = t G . En notant k le nombre de telsf s, t
automorphismes, l'expression ci-dessus devient
< <m Ker s = t .G , Ker s=t . Hx wm s x 1 , s Ker t k . .  .ÄG , Ker t s , t< <G
 .Alors si la condition C est non-vide, il existe une surjection s de G danst
H telle que cette expression soit non-nulle. Alors m / 0, et leG, Ker t
 .quotient GrKer t est un b-groupe isomorphe a H . Il en resulte queÁ Â
 .b G s H. Donc:
&
G  .PROPOSITION 19. Si H est un b-groupe et si e S / 0, alors b G s H.G H , V
 .De plus, dans ces conditions, la condition C peut s'ecrireÂt
l VM f ? ¨ s 0 . s D H .:  s=t .G.f
s
 .en notant VM f ? ¨ le valeur moyenne des f ? ¨D H .:  s=t .G.f
1
VM f ? ¨ s f ? ¨ . . D H .:  s=t .G.f ks , t  .  . .D H : s=t Gf
En particulier, si V est le module trivial, alors cette condition se resume aÂ Á&
G  .  . l s 0. Il en resulte que e S G est de dimension 1 si b G s H, etÂs s G H , k
nul sinon: c'est essentiellement ce qu'affirme la proposition 11.
 .  .4 Je dirai qu'un k Ext H -module V est primitif si pour tout
sous-groupe normal non-trivial N de H, j'ai V Aut N H . s 0. Cette definitionÂ
est une extension de la definition de caractere primitif modulo un entier n:Â Á
 .un caractere primitif modulo n definit en effet a ce sens un C ZrnZ *-Á Â Á
module primitif.
 .Il resulte des remarques ci-dessus que si V est un k Ext H -moduleÂ
 .primitif, alors la somme  f ? ¨ est nulle sauf si le groupe s Ker t estD H .f
 .trivial, i.e., si Ker s s Ker t. La condition C devient alorst
< <m Ker t l f ? ¨ s 0G , Ker t s s , t
Ker ssKer t
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en notant f l'automorphisme de H tel que f t s s. En particulier, sis, t s, t
 .  .cette condition est non-vide, alors m / 0, donc b G s b H . LaG, Ker t
 .condition C se reduit alors aÂ Át
l f ? ¨ s 0. f t
 .fgAut H
Soit alors W une somme directe de copies de V, indexee par les sous-Â
groupes normaux N de G tels que GrN soit isomorphe a H. Si N est unÁ
tel sous-groupe normal, je choisis une surjection t de noyau N de G dansN
H. Si s est une surjection quelconque de G dans H, je note c l'automor-s&
G  .phisme de H defini par c t s s. Alors l'application de e Hom H, GÂ s Ker s G
dans W qui a Y associe le vecteur c ? ¨ de la composante correspondant aÁ Ás s &
G  .N s Ker s de W passe au quotient et induit un isomorphisme de e S GG H , V
sur W. Compte tenu de la proposition 7, il vient alors
 .PROPOSITION 20. Si V est un k Ext H -module primitif, alors
S G s V NGK , N .r K . [H , V
 .K , N
 .ou la somme porte sur les classes de conjugaison par G de couples K, NÁ
formes d'un sous-groupe K de G et d'un sous-groupe normal N de K tels queÂ
 .  .KrN s H et b K s b H .
COROLLAIRE. Si H est un groupe cyclique d'ordre n, et z un caractereÁ
 .primitif modulo n, alors la dimension de S G est le nombre de classes deH , V
conjugaison de sous-groupes cycliques K d'ordre multiple de n, pour lesquels
 .  .l'image naturelle de N K rK dans ZrnZ * est contenue dans le noyauG
de z .
& &
G GÁ  .9. L'ALGEBRE e End G eG G
Je considere ici a nouveau la categorie C toute entiere, et je supposeÁ Á Â Á
que l'anneau A est un corps k de caracteristique 0. Si G est un groupeÂ
fini, je pose
& &
G GE G s e End G e . .  .G G
;
GC'est l'algebre d'endomorphismes du foncteur L , qui contientÁ eG, EndG. G
toutes les enveloppes projectives des foncteurs S correspondant auxG, V
 .k Ext G -modules simples V.
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9.1. Une base naturelle
 .L'algebre E G est engendree sur k par les elements de la formeÁ Â Â Â
& &
G GY s e = G = GrL = e .L G G G G
ou L decrit les sous-groupes de G = G. Par le lemme 15, un tel elementÁ Â Â Â
 .  .est nul, sauf si p L s p L s G: je dirai dans ces conditions que le1 2
sous-groupe L est un sous-groupe saturant de G = G.
Si L est un sous-groupe saturant, je peux encore ecrireÂ
1
< < < < x w x wY s X Y x X , G x Y , G G = GrD X ) L)D Y .  .Ä ÄL 2< <G X , Y:G
et de plus
D X ) L)D Y s X = Y l L. .  .  .
Donc le plus grand sous-groupe M de G = G tel que G = GrM appa-
raisse dans la decomposition de Y est le groupe L, et le coefficient deÂ L
G = GrL dans Y est obtenu pour X s Y s G. Il est donc egal a 1. CeciÂ ÁL
prouve la
PROPOSITION 21. Les elements Y , lorsque L decrit l'ensemble des sous-ÂÂ ÂL
groupes saturants de G = G modulo conjugaison par G = G, forment une
 .base de E G sur k.
Un sous-groupe saturant L de G = G est defini par les sous-groupesÂ
 .  .normaux N s k L et N s k L de G, et par un isomorphisme u de1 1 2 2
GrN sur GrN :2 1
L s a, b g G = G N aN s u bN . 4 .  .N , N , u 1 21 2
Les sous-groupes L et L X X X sont conjugues dans G = G si etÂN , N , u N , N , u1 2 1 2
seulement si il existe x et y dans G tels que
aN s u bN « axN X s u X b yN X . .  .1 2 1 2
En particulier le cas b s 1 entraõne que N s N X. De meme, j'ai N s N X ,Ã Ã1 1 2 2
et alors la condition ci-dessus devient
x y
u bN s u 9 bN .  . .2 2
et u et u 9 ne different que par un automorphisme interieur de GrN .Á Â 1
 .COROLLAIRE. La dimension de E G sur k est egale aÂ Á
< < < < 2dim E G s Ext H n G, H , .  .  .k
HNG
SERGE BOUC724
ou la somme porte sur les quotients deux a deux non-isomorphes de G, etÁ Á
 .n G,H designe le nombre de sous-groupes normaux N de G tels que GrNÂ
soit isomorphe a H.Á
9.2. Multiplication
Il est possible d'expliciter les formules de calcul de la multiplication
dans la base Y : soient L et M des sous-groupes saturants de G = G.L
Alors:
& & &
G G GY ? Y s e = G = GrL = e = G = GrM = e . /L M G G G G G G G
De plus
&
GG = GrL = e = G = GrMG G G
1
< < x ws X x X , G G = GrL)D X ) M . .Ä< <G X:G
&
GIl en resulte, par multiplication a gauche et a droite par e , queÂ Á Á G
1
< < x wY ? Y s X x X , G YÄL M L) D X .) M< <G  .Xgd L , M
 .en notant d L, M l'ensemble des sous-groupes X de G = G tels que
 .L)D X ) M soit un sous-groupe saturant de G = G.
Or
L)D X ) M s a, b g G = G N ' x g X , a, x g L, x , b g M . 4 .  .  .  .
 .Alors si L)D X ) M est saturant, pour tout element a de G, il existeÂ Â
 .x g X tel que a, x g L. Inversement, si cette condition est realisee, alorsÂ Â
 .pour tout a g G, il existe x g X tel que a, x g L. Mais comme M est
 .  .  .saturant, il existe b g G tel que x, b g M. Alors a, b g L)D X ) M,
 .et la premiere projection de L)D X ) M est egale a G.Á Â Á
 .Donc le groupe L)D X ) M est saturant si et seulement si, pour tout
 .a g G, il existe x g X tel que a, x g L, et si pour tout b g G, il existe
 .x g X tel que x, b g M.
Si ces conditions sont remplies, et si b g G, alors il existe a tel que
 .  .a, b g L, car L est saturant. Mais alors il existe x tel que a, x g L.
y1  .  .Alors x ? b g k L , ce qui prouve que G s Xk L . De meme, j'aiÃ2 2
 .G s Xk M .1
 .  .Inversement, si Xk L s Xk M s G, et si a g A, il existe b g G tel2 1
 .que a, b g L, car L est saturant. Alors b peut s'ecrire b s xn, pourÂ
 .  .  .  . .y1x g X et n g k L . Alors 1, n g L, et a, x s a, b 1, n g L. Donc2
X g d L, M m Xk L s Xk M s G. .  .  .2 1
FONCTEURS D'ENSEMBLES A DOUBLE ACTIONÁ 725
 .Or le groupe L)D X ) M ne change pas si je remplace X par
  .  ..   .X k L l k M . En regroupant les termes X pour lesquels X k L l2 1 2
 ..  .k M est un sous-groupe Z donne de G, et en notant p L, M l'ensem-Â1
 .  .ble des sous-groupes Z de G contenant k L F k M , et tels que2 1
 .  .Zk L s Zk M s G, il vient2 1
mG , k L.l k M .2 1 < < x wY ? Y s Z x Z, G Y .ÄL M L) DZ .) M< <G  .Zgp L , M
 .Soit alors s L, M l'ensemble des sous-groupes saturants de G = G
 .  .contenant k L = k M et contenus dans L) M. Il est clair que si1 2
 .  .  .  .Z g p L, M , alors f Z s L)D Z ) M g s L, M . Inversement, si
 .P g s L, M , je pose
f 9 P s z g G N ' a, b g P , a, z g L, z , b g M . 4 .  .  .  .
 .  .  .Alors f 9 P est un sous-groupe de G. Si z g k L l k M , alors z g2 1
 .  .f 9 P c'est le cas a s b s 1 de la definition . Comme P est un sous-groupeÂ
 .saturant, pour tout a g G, il existe b g G tel que a, b g P. Et comme
 .  .P : L) M, il existe g g G tel que a, g g L et g, b g M. Alors g g
 .  .  .  .f 9 P , et a, b g L) f 9 P ) M. Donc le groupe L) f 9 P ) M est satu-
 .  .rant, ce qui prouve que f 9 P g p L, M .
Alors
f f 9 P s a, b N 'z g f 9 P , a, z g L, z , b g M 4 .  .  .  .  .
s a, b N 'z g G, ' a9, b9 g P , a, z g L,  .  .  .
z , b g M , a9, z g L, z , b9 g M .4 .  .  .
 .  . y1  . y1  .Alors si a, b g f f 9 P , j'ai a a9 g k L et b b9 g k M , donc1 2
 .   .  ..  .a, b g k L = k M P s P, ce qui prouve que f f 9 P : P. Mais si1 2
 .  .  .a, b g P : L) M, alors il existe z g G tel que a, z g L et z, b g M.
 .  .   ..  .  .Alors z g f 9 P , et a, b g L)D f 9 P ) M s f f 9 P . Donc f f 9 P s P.
 .Inversement, si Z g p L, M , alors
f 9 f Z s x N ' a, b g L)D Z ) M , a, x g L, x , b g M , 4 .  .  .  .  .
f 9 f Z s x N 'z g Z, ' a, b , a, x g L, x , b g M , .  .  .  .
a, z g L, z , b g M .4 .  .
 . y1  .  .Alors si x g f 9 f Z , j'ai z x g k L l k M : Z, donc x g Z, et2 1
 .  .  .  .f 9 f Z : Z. Et si z g Z, alors il existe a, b tel que a, z g L et z, b g
 .  .  .  .M. Alors a, b g f Z , et z g f 9 f Z . Donc f 9 f Z s Z.
 .Alors f et f 9 sont des bijections inverses l'une de l'autre entre p L, M
 .et s L, M . Comme f et f 9 sont croissantes pour l'inclusion, il en resulteÂ
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 .  .que p L, M et s L, M sont des ensembles ordonnes isomorphes. EnÂ
 . x w x  . wparticulier, si Z g p L, M , alors x Z, G s x f Z , L) M .Ä Ä
<  . < < < <  . < <  . <Comme de plus f Z s Z k L k M , j'ai1 2
< < < <f Z Z .
s
< < < <L) M G
et en reecrivant la formule de produit, j'obtiens laÂÂ
PROPOSITION 22. Si L et M sont des sous-groupes saturants de G = G,
alors
mG , k L.l k M .2 1 < < x wY ? Y s P x P , L) M YÄL M P< <L) M  .Pgs L , M
 .ou s L, M designe l'ensemble des sous-groupes saturants de G = G con-Á Â
 .  .tenus dans L) M et contenant k L = k M .1 2
COROLLAIRE. Si L est un sous-groupe saturant de G = G, alors
Y ? Y s m Y s m Y s Y ? Y .L G=G G , k L. G=G G , k L. G=G G=G L2 1
L'application Y ¬ m s m definit donc un homomorphismeÂL G, k L. G, k L.2 1
 .  .d'algebres de E G dans k, et kY est un ideal central de E G , de carreÁ Â ÂG=G
nul si G n'est pas cyclique.
 .  .  .En effet, si M s G = G, alors k M s k M s G, et s L, M s1 2
 4G = G . Le corollaire resulte alors du corollaire de lemme 18, du faitÂ
 .  .que Grk L et Grk L sont isomorphes, et du fait que m est nul1 2 G, G
si G n'est pas cyclique.
Remarque. Tous les groupes P tels que Y intervienne dans la decom-ÂP
 .  .position de Y ? Y sont tels que q P est un quotient commun de q L etL M
 .  .q M , et admet pour quotient q L) M .
9.3. Semi-simpliciteÂ
 .Le resultat precedent indique que si G n'est pas cyclique, alors E GÂ Â Â
n'est pas semi-simple. Inversement, si G est cyclique d'ordre n, et si L est
un sous-groupe saturant de G = G, alors L est caracterise par un diviseurÂ Â
 .d de n, et par un automorphisme exterieur de ZrdZ, i.e., un element uÂ Â Â
 .  .de ZrdZ *: le groupe L associe au couple d, u est l'ensemble desÂd, u
 .  .2couples a, b g ZrnZ tels que a y ub g dZrnZ. Je noterai Y l'ele-Â Âd, u
ment Y .Ld, u
Pour calculer le produit de deux tels elements Y et Y , je dois parÂ Â d, u e, ¨
.  .exemple trouver l'ensemble p L , L : c'est l'ensemble des sous-d, u e, ¨
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groupes X de ZrnZ tels que X = dZrnZ l eZrnZ et X ? dZrnZ s X ?
eZrnZ s ZrnZ. Un tel X est de la forme f ZrnZ, pour un diviseur f
convenable de n, et les conditions precedentes signifient que f est premierÂ Â
a d et a e, et que f divise le ppcm d k e de d et e. Alors f s 1, etÁ Á
 .  4X s ZrnZ. Autrement dit, l'ensemble p L , L est reduit a ZrnZ ,Â Ád, u e, ¨
 .  4donc l'ensemble s L , L est reduit a L ) L . AlorsÂ Ád, u e, ¨ d, u e, ¨
Y ? Y s m Y .d , u e , ¨ G , k L .l k L . L ) L2 d , u 1 e , ¨ d , u e , ¨
Or
2L ) L s a, b g ZrnZ N ' x , a ' ux d , x ' ¨b e . .  .  .  . 4d , u e , ¨
 .Donc L ) L : L , en notant d, e le pgcd de d et e.d, u e, ¨ d, e., u¨
 .  .Comme ¨ est premier a e, j'ai ¨d, e s d, e , et il existe des entiers kÁ
 .  ..et l tels que k¨d q le s d, e . Alors si a et b sont tels que a ' u¨b d, e ;
 .  .i.e., u¨a s b q m d, e , et si x s ua y mkd, j'ai ua ' x d et
¨x s ¨ua y ¨mkd s b q m d , e y m d, e y le s b q mle ' b e . .  .  . .
 .  .Donc L ) L s L . Comme de plus k L l k L sd, u e, ¨ d, e., u¨ 2 d, u 1 e, ¨
 .  .  .d k e ZrnZ, et comme m ZraZ s f a ra, il en resulte queÂ
f n rn f n d k e .  .
m s sG , k L .l k L .2 d , u 1 e , ¨ f d k e rd k e nf d k e .  .
f n def d, e .  . .
s .
d , e nf d f e .  .  .
Finalement
f n d e f d , e .  . .
Y ? Y s Y .d , u e , ¨ d , e. , u¨n f d f e d , e .  .  .
  .  . .En posant W s f d nrf n d Y , j'ai doncd, u d, u
W ? W s W .d , u e , ¨ d , e. , u¨
 .Comme les W forment une base de E ZrnZ , il en resulte leÂd, u
 .COROLLAIRE. L'algebre E ZrnZ est commutati¨ e.Â
Si je pose a presentÁ Â
Z s m drx W .d , u x , u
xNd
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 .alors en ordonnant convenablement les couples d, u , la matrice de
passage des W aux Z est triangulaire avec des 1 sur la diagonale, etd, u d, u
 .les Z forment une base de E ZrnZ . De plusd, u
Z W s m drx W .d , u e , ¨  x , e. , u¨
xNd
ou encore
Z W s m drx W . . d , u e , ¨ m , u¨ / . xNdmN d , e
 .x , e sm
Or la somme en x ci-dessus est nulle, sauf si d divise e, cas ou elle seÁ
reduit a son terme x s m. Alors Z W s 0 si d ne divise pas e, etÂ Á d, u e, ¨
Z W s Z sinon. Dans ces conditionsd, u e, ¨ d, u¨
Z Z s m erx Z W s m erx Z s d Z . .  . d , u e , ¨ d , u x , ¨ d , u¨ d , e d , u¨
xNe dNxNe
 .Alors l'application qui a Z associe l'element u de l'algebre k ZrdZ * seÁ Â Â Ád, u
 .prolonge en un isomorphisme d'algebres de E ZrnZ sur la sommeÁ
 .directe des k ZrdZ *, pour d divisant n. Comme ces algebres sontÁ
semi-simples, il en resulte laÂ
PROPOSITION 23. Les conditions sui¨ antes sont equi¨ alentes:Â
 .1. L'algebre E G est semi-simple.Á
2. Le groupe G est cyclique.
 .Si G est cyclique d'ordre n, alors l'algebre E G est isomorphe a la sommeÁ Á
 .directe des algebres de groupe k ZrdZ *, pour d di¨ isant n.Á
 .Par exemple, si k s C, alors les idempotents primitifs de E G sont
 .  .indexes par les couples d, x , ou d N n et x est un caractere de ZrdZ *.Â Á Á
 .L'idempotent e associe au couple d, x est donne parÂ Âd, x
1
e s m drx x u W . .  .d , x x , uf d .  .ug ZrdZ *
xNd
 .  .Avec cette notation, l'idempotent primitif de E G associe au C Ext G -Â
module simple C de caractere l est e ; en effet, l'element W est unÁ Â Âl n, l d, u
 .multiple de Y , et Y opere sur un Ext G -module simple commeÁd, u d, u&
G  .e G = GrL , car tous les termes G = GrD X , pour X / G, annulentG d, u
 .C . Et comme q L s ZrdZ, il en resulte que G = GrL annule CÂl d, u d, u l
 .si d / n. Et G = GrL opere sur C par multiplication par l u .Án, u l
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Remarque. Pour x donne, la somme sur u dans l'expression de e deÂ d, x
depend que de la classe de u modulo x. La somme sur u porte donc surÂ
 .une classe du groupe ZrdZ * modulo le noyau N du morphismed, x
 .  .  .naturel p de ZrdZ * dans ZrxZ *. La somme des x u est alorsd, x
nulle, sauf si N : Ker x , i.e., si x factorise par ZrxZ. Si x est und, x
 .  .  .caractere de ZrxZ *, je dirai que x, c F d, x si x N d et x s c (p .Á d, x
x .  .w x wIl est alors clair que les ensembles ordonnes x, c , d, x et x, dÂ
 .ordonne par la division sont isomorphes. Alors si je poseÂ
1
f s x u W .d , x d , uf d .  .ug ZrdZ *
j'ai
e x , c
 .  .x , c F d , l
1
x ws x y , r , x , c .  .Ä
f x . .  .  .y , r F x , c F d , l
= c p u W . . x , y y , p u.x , y
 .ug ZrxZ *
ou encore
e x , c
 .  .x , c F d , l
1
x ws x y , r , x , c r u W .  .  .Ä Ä  y , uf y . .  .  .  .y , r F x , c F d , l ug ZryZ *
 .  .  .et la somme sur x, c est nulle, sauf si y, r s d, l . Finalement,
e s f . x , c d , l
 .  .x , c F d , l
 .Donc f est un idempotent de E G , qui est primitif si et seulement si len, x
 .couple n, x est minimal, i.e., si le caractere x est primitif.Á
 .Mais d'autre part, l'idempotent e de k Ext G associe a x estÂ Áx
1
e s x u ? u .x f n .  .ug ZrnZ *
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 .et son image naturelle dans E G est
& & 1
G Ge e e s x u Y s f . .G x G n , u n , xf n .  .ug zrnZ *
Donc
PROPOSITION 24. Les conditions sui¨ antes sont equi¨ alentes:Â
 .  .1. L'idempotent e de C ZrnZ * reste primitif dans E ZrnZ .x
2. Le caractere x est un caractere primitif modulo n.Á Á
Â10. LE FONCTEUR DES REPRESENTATIONS
COMPLEXES
Ici, la categorie consideree est la categorie C toute entiere, et l'anneauÂ Â Â Â Á
A est le corps C des nombres complexes. Je vais etudier le foncteurÂ
 .G ¬ C m R G des representations complexes de G, ou, ce qui revientÂC
au meme, des fonctions centrales a valeurs complexes sur G.Ã Á
10.1. CaracteresÁ
Si G et H sont des groupes finis, si V est un CG-module, si X est un
w x w 4H-ensemble-G et X le CG-module associe, alors X m V est unÂ G
 .C H-module. Ceci definit par linearite l'application C m R X de C mÂ Â Â C
 .  .R G dans C m R H . En termes de caracteres, il n'est pas difficile deÁC C
voir que cette correspondance se traduit par le
LEMME 23. Si G et H sont groupes finis, si V est un CG-module de
caractere x , et X un H-ensemble-G, alors le caractere X m x de X m V estÁ Á G G
donne par la formuleÂ
1
X m x h s x g . .  .G < <X xgX , ggG
hxsxg
Cette formule presque usuelle d'induction tient au fait que, en notant
G le stabilisateur a droite dans G d'un element x de X, alors X m VÁ Â Âx G
s'identifie a  V s  VxG, le groupe H permutant les com-Á x g X r G x G x g X r G
posantes.
L'analogue de lemme 15 est ici le
LEMME 24. Soit G un groupe fini, et X un G-ensemble. Si V est un
Äw x w xCG-module, alors X m V s'identifie au produit tensoriel X m V.G
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10.2. Sous-foncteurs et decompositionÂ
 .Soient alors M ; L des sous-foncteurs du foncteur C m R , et H unC
 .  .groupe d'ordre minimal tel que L H / M H . La proposition 7 donne ici
&
HL H s e L H q M H . .  .  .H
&
HOr si V est un C H-module, alors e m V a pour caractere le produit duÁH H
H  .caractere de V par le caractere de e cf. Lemme 23 . Ce dernier vaut 1Á Á H
sur les generateurs de H, et 0 ailleurs. Cela prouve que H est cyclique, etÂ Â&
H  .que si f g e L H , alors f est nulle hors des generateurs de H.Â ÂH
 .En particulier, les seules sections simples S du foncteur C m RH , W C
correspondent a des groupes H cycliques.Á
D'autre part, si G est un groupe fini, et m un entier multiple de
 .  .l'exposant de G, alors C m R G est un ZrmZ *-module naturel parC
l'intermediaire des operateurs d'Adams, definis parÂ Â Â
Cn. f g s f g n . .  .  .
 .Il est alors naturel d'essayer de decomposer C m R G en fonction desÂ C
 .C ZrmZ *-modules simples: il se trouve que cette decomposition peutÂ
etre faite de maniere fonctorielle pour la categorie C :Ã Á Â
Soit G un groupe fini. Si m est un entier, et z un caractere du groupeÁ
 .ZrmZ *, je pose
1
 i.« s z i C . .m , z f m .  .ig ZrmZ *
 .C'est un endomorphisme de C m R G . Il est clair que si n est multipleC
de m, alors
« s « .n , z (p m , zn , m
Si G est un groupe fini, si m est un entier, et z un caractere du groupeÁ
 .ZrmZ *, je noterai
c s «m , z , G m expG. , z (p m expG . , m
 .l'endomorphisme de C m R G defini parÂC
1
 i.c s z i C . .m , z , G f m exp G . .   ..ig Zrm exp G *
 .J'ai ainsi construit en fait un endomorphisme du foncteur C m R :C
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 .PROPOSITION 25. Soit m un entier naturel, et z un caractere de ZrmZ *.Á
Si G et H sont des groupes finis, et X un H-ensemble-G, alors pour toute
fonction centrale f sur G
X m c f s c X m f . .  .G m , z , G m , z , H G
 .En effet, dans le calcul de c f , je peux choisir un entier nm , z , G
multiple de m et des exposants de G et H, et alors pour g g G,
1
ic f g s z i f g .  .  .  .m , z , G f n .  .ig ZrnZ *
de sorte que
1
iX m c f h s z i f g . .  .  .  .G m , z , G < <X f n . xgX , ggG
hxsxq
 .ig ZrnZ *
D'autre part
1
c X m f h s z i f g . .  .  .  .m , z , H G < <X f n .  .ig ZrnZ *
xgX , ggG
ih xsxg
Pour i fixe, il existe des entiers a et b tels que ai q bn s 1. Alors siÂ
hi x s xg, j'ai aussi hai x s xg a s haiqbn x s hx. Inversement, si hx s xg a,
alors hi x s xg. Donc
1
c X m f h s z i f g . .  .  .  .m , z , H G < <X f n .  .ig ZrnZ *
xgX , ggG
ahxsxg
Les applications g ¬ g a et g ¬ g i sont alors des bijections de G inverses
l'une de l'autre, et il suffit de remplacer g a par g et g par g i dans cette
formule pour prouver la proposition.
 .  .COROLLAIRE. Les applications c : C m R G ª C m R Gm , z , G C C
 .definissent un endomorphisme c du foncteur C m R .Â m , z C
En fait, cet endomorphisme est un projecteur: pour tout groupe fini G,
 .je note U G l'ensemble des fonctions centrales sur G telles que pourm , z
 .tout entier i premier a m exp G , et pour tout g g GÁ
f g i s z i f g . .  . .
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 .  .Alors si f g U G , il est clair que c f s f. Inversement, si j estm , z m , z , G
 .  .un entier premier a m exp G , si f g C m R G , et g g G, alorsÁ C
1
j i jc g s z i f g . .  .m , z , G f m exp G . .   . .ig Zrm exp G Z *
  . .et comme l'application i ¬ ij est une bijection de Zrm exp G Z *, telle
 .  .  .que z i s z ij z j , je vois que
c g j s z j c g .  . .m , z , G m , z , G
 .et l'image de c est donc egale a U G . Il en resulte que U estÂ Á Âm , z , G m , z m , z
 .un sous-foncteur de C m R .C
Il est clair de plus sur la definition des c que si n est multiple de m,Â m , z
alors
c s cn , z (p m , zn , m
 .et je peux donc considerer uniquement les couples m, z , ou z est unÂ Á
caractere primitif modulo m. Dans ces conditions, si G est un groupe fini,Á
 .et f un element non-nul de U G , et si i est un entier congru a 1Â Â Ám , z
 .modulo m k exp G , je dois avoir pour tout g g G
f g i s f g s z i f g .  .  . .
 .  .et z i s 1 si f est non-nulle. Alors, posant n s exp G , la considerationÂ
du diagramme exact
1 1 1
x x x
1 ªKer p ª Ker p ª Ker p ª1m k n, m , n. m k n, n m , m , n.
x x x
  . .  .1 ª Ker p ª Zr m k n Z * ª ZrmZ * ª1m k n, m
x x x
 .   . .1 ª Ker p ª ZrnZ * ª Zr m, n Z * ª1n, m , n.
x x x
1 1 1
montre que z vaut 1 sur l'image Ker p de Ker p dansm , m , n. m k n, n
 .   . .ZrmZ *, donc qu'il factorise par le groupe Zr m, n Z *. Comme z est
 .primitif, cela montre que m divise n s exp G .
 .D'autre part, l'espace C m R G est dote d'un produit scalaire hermi-ÂC
 .tien naturel, que je noterai , . Il est clair que c est auto-adjointG m , z , G
pour ce produit scalaire: en effet, je peux supposer que m divise l'exposant
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e de G, et alors
1
ic f , f 9 s z i f g f 9 g .  .  . . . m , z , G G < <f e G .  .ig ZreZ *
ggG
 .  .  .et en sommant sur l'inverse a de i dans ZreZ *, j'ai z a s z i , donc
1
ac f , f 9 s z a f g f 9 g .  .  .  . . m , z , G G < <f e G .  .ag ZreZ *
ggG
s f , c f 9 . . .m , z , g G
Si z est un caractere primitif modulo m, si z 9 est un caractere primitifÁ Á
 .  4  .  4modulo m9, si f g U G y 0 , et si f 9 g U G y 0 , alors m etm , z m9, z 9
m9 divisent l'exposant e de G, et pour tout entier j premier a e, j'aiÁ
1 1
j jf , f 9 s f g f 9 g s f g f 9 g .  .  .  .  . G < < < <G GggG ggG
s z j z 9 j f , f 9 .  .  .G
 .et f , f 9 s 0 sauf si z et z 9 coõncident sur tous les entiers premiers a e.È ÁG
Alors le diagramme
 .ZrmZ *
zp ­ o
 .   . .ZreZ * ª Zr m k m9 Z * C
o x p 9z
 .Zrm9Z *
montre que z (p s z 9(p . Alors dans la suite exacte na-m k m9, m m k m9, m9
turelle
1 ª Zr m k m9 Z * ª ZrmZ * = Zrm9Z * .  .  . .
ª Zr m , m9 Z * ª 1 . .
 .  .  .le morphisme de ZrmZ * = Zrm9Z * dans C qui a u, u9 associeÁ
 .  .   . .z u z 9 u9 factorise par le groupe Zr m, m9 Z *. En particulier z et z 9
factorisent aussi par ce groupe, et comme ils sont primitifs, j'ai m s m9 s
 .m, m9 . Alors z s z 9.
En d'autre termes, les images des projecteurs c et c cor-m , z , G m9, z 9, G
 .  .respondant a des couples m, z et m9, z 9 primitifs et distincts sontÁ
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orthogonales. Ces projecteurs etant auto-adjoints, cela prouve qu'ils sontÂ Á
 .orthogonaux i.e., que leur produit est nul .
Soit alors pour tout G,
U G s U G . .  . m , z
m , z
 .Alors U est un sous-foncteur de C m R . Pour montrer qu'il est egal aÂ ÁC
 .  .C m R , je considere un groupe H d'ordre minimal tel que U H /ÁC &
H .  .C m R H . Alors H est cyclique, et si f g e C m R H , alors f estC H C
nulle en dehors des generateurs de H. Il est alors facile de voir que, enÂ Â
notant m l'ordre de H, la fonction f est combinaison lineaire de caracteresÂ Á
 .primitifs modulo m. Comme ces caracteres sont dans U H , il en resulteÁ Â
 .  .  .que U H s C m R H , contradiction prouvant que U s C m R . LesC C
projecteurs c etant deux a deux orthogonaux, et leur somme etantÂ Á Âm , z
surjective, cette somme est donc l'identite. Donc:Â
PROPOSITION 26. Les projecteurs c , pour m entier naturel et z caractereÁm , z
primitif modulo m, sont des projecteurs deux a deux orthogonaux et leurÁ
 .somme est le morphisme identite du foncteur C m R .Â C
Il reste alors a identifier les foncteurs U , qui sont ce que tout leÁ m , z
monde imagine.
10.3. Semi-simpliciteÂ
Soit m un entier naturel, et z un caractere primitif modulo m. Soit MÁ
un sous-foncteur propre de U , et H un groupe d'ordre minimal tel quem , z
 .  .M H / U H . Alors H est cyclique, par les remarques faites plusm , z
haut, et de plus
&
HU H s e U H q M H . .  .  .m , z H m , z
&
H  .Soit alors n l'ordre de H, et f g e C m R H . Alors f est concentreeÂH C
 .sur les generateurs de H. Mais comme f g U H / 0, je sais que mÂ Â m , z
 i.  .  .divise n, et que pour tout i premier a n, j'ai f g s z i f g . En d'autresÁ&
H Zr nZ .termes, l'espace e C m R H est de dimension 1, engendre par Inf z ,ÂH C Zr m Z
 .  .ou je note abusivement z le prolongement par 0 de z de ZrmZ * aÁ Á
ZrmZ.
 .  .Alors si m / n, j'ai z g M ZrmZ , et f g M H . Donc m s n. Et
 .comme U ZrmZ est de dimension 1, engendre par z , il en resulte queÂ Âm , z
 .M ZrmZ s 0.
 .Alors si K est un groupe d'ordre minimal tel que M K / 0, le groupe
K est cyclique. Soit k son ordre. Comme M est un sous-foncteur de U ,m , z&
K .  .  .j'ai U K / 0, et m divise k. De plus M K s e M K .m , z K
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 .  4Alors si f g M K y 0 , la fonction f est portee par les generateurs deÂ Â Â
 i.  .  .  .K, et telle que f g s z i f g si i est premier a k, ou encore f g ? i sÁ
 .  .  .  .  .z i f g en notation additive. Donc f i s z i f 1 , et la fonction f est
 .determinee par f 1 .Â Â
Mais en appliquant a f le foncteur de co-inflation de ZrkZ a ZrmZ, jeÁ Á
 .dois trouver un element f 9 de M ZrmZ , donc 0. Or il est clair queÂ Â
f 9 g s f h .  .
 .p h sgk , m
 .  .et en particulier f 9 1 s  f h . Mais si h g Ker p , alorshg Ker p k , mk , m
 .  .  .  .  .  .  .z h s 1, donc f h s f 1 . Donc f 9 1 s 0 s f 1 f k rf m , donc
 .f 1 s 0. Alors f est nulle, donc M est nul, et le foncteur U est simple.m , z
 .Comme le groupe H s ZrmZ est d'ordre minimal tel que U H / 0,m , z
 .  .et comme ZrmZ * opere sur U ZrmZ , de dimension 1, par multipli-Á m , z
cation par z , il en resulte que U est isomorphe au foncteur S .Â m , z Zr m Z, z
 .PROPOSITION 27. Le foncteur C m R est semi-simple, isomorphe a laÁC
somme directe des foncteurs S , ou m est un entier naturel et z unÁZr m Z, z
caractere primitif modulo m.Á
 .Remarques. a La somme directe ci-dessus est ``localement finie, '' au
sens ou pour tout groupe fini, elle ne comporte qu'un nombre fini deÁ
termes non-nuls.
 .b Le corollaire de la proposition 20 permet de montrer que pour m
 .fixe, la somme directe des S G pour z primitif modulo m peut-etreÂ ÃZr m Z, z
vue comme le quotient de l'espace des representations de G realisablesÂ Â
sur le m-ieme corps cyclotomique par la somme des espaces des represen-Á Â
tations realisables sur les corps cyclotomiques strictement plus petits.Â
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